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PREFAZIONE ALLA PRIMA EDIZIONE 


Questo volumetto sì propone di esporre gli elementi essenziali 
della teoria delle funzioni di variabile complessa (funzioni « ana- 
litiche ») presupponendo nel lettore solo un minimo di cognizioni 
matematiche precedenti: su per giù quel che viene insegnato nei 
nostri primi bienni universitari. Esso è stato seritto avendo spe- 
cialmente di niira lo scopo di fornire le basi necessarie per una 
successiva trattazione delle funzioni ellittiche ma, essendosi cer- 
cato di evitare ogni grettezza nella scelta delle vie a ciò adducenti, 
il libro può servire anche a chi si propone altri scopi e, în parti- 
colare, quello d’impadronirsi di questo importante capitolo della 
Analisi in vista delle sue applicazioni a problemi concreti. In 
fundo, di essenziale, mancano soltanto (0, più esattamente, sono 
ridotte a brevissimi conii) la teoria della trasformazione conforme, 
che potrà trovar posto in qualche altra monografia di questa stessa 
collezione, e quella delle funzioni polidrome, per cui rimandiamo 
alle opere indicate nell'elenco bibliografico, e in ispecie, a quelle 
di Bianchi e dì Hurwite-Courant. 

Quanto alla trattazione della materia, essa non ha, nè potrebbe 
avere, considerato l'argomento più che classico, alcuna pretesa, 
non diciamo di originalità, ma di personalità. Tuttavia il lettore 
già esperto riconoscerà facilmente la mentalità dell'autore e intra- 
vederà gli scopi specifici del volumetto attraverso qualche partico- 
lare: per esempio la relativa abbondanza dell’illustrazione grafica. 

Una parola infine sul breve elenco bibliografico che si trova in 
fondo al volume, elenco che non ha altro scopo se non quello di 
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fornire le necessarie indicazioni sui libri che occorrerà citare più 
di frequente nel testo e su alcune opere di carattere generale, parti- 
colarmente adatte per ulteriori, più approfonditi studi sull’argo- 
mento. Una bibliografia sulle funzioni analitiche avrebbe forse ri- 
chiesto più spazio di tutta la materia qui trattata! 


PREMESSA ALLA II° EDIZIONE 


Nel rivedere quest’operetta dopo l'esaurimento della 1° edizione, 
era forte la tentazione di aggiungervi questo e quello, chè le cose 
mancanti di cui pur sarebbe desiderabile poter trattare sono tante! 
Credo però che, se vi fossi soggiaciuto, il carattere del libro si sarebbe 
snaturato ed esso avrebbe potuto deludere molti di quelli che ne 
avevano così benevolmente accolta la 1° edizione. Del resto, tratta- 
zioni ampie della teoria delle funzioni analitiche non mancano: si 
pensi p. es. al magistrale trattato di OscooD. 

Ciò considerato mi sono limitato a pochissime aggiunte, di cui 
le principali sono: il $ 4 del Cap. II (un teorema « provvisorio » 
pel calcolo dei residui che, fra Valtro, semplifica grandemente la 
deduzione della formula di CAUcHY), due esempi di calcolo di inte- 
grali definiti col metodo dei residui (Cap. II, $ 4, e Cap. IV, $ 5) 
e i $ 6 del Cap. ITI (esplicita deduzione dello sviluppo di x/sin ne 
in serie di funzioni razionali e analoghi). Inoltre ho rimaneggiato 
il $ 6 del Cap. II sostituendo il teorema di GREEN all’integrale di 
Porsson come equivalente reale della formula di CAUCHY. Quanto 
al resto, mi sono sostanzialmente contentato di chiarire meglio alcuni 
pochi passaggi e alcune poche dimostrazioni che, nella primitiva 
forma più succinta, potevano riuscire un po’ difficili. 


Torre Pellice, gennaio 1943 - Torino, gennaio 1946. 
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In questa ristampa non ci sono che pochissimi cambiamenti: 
Sostanzialmente mi sono limitato ad aggiornare il breve elenco biblio- 
grafico e ad indicare esplicitamente il principio dell'argomento, che 
è la forma praticamente più uti: del teorema dell'indicatore loga- 
ritmico. 


Torino, ottobre 1951. F. TRICOMI 


CAPITOLO I. 


Fondamenti della teoria delle funzioni analitiche. 


$ 1. - Complementi sulla rappresentazione geometrica 
dei numeri complessi. 


Com'è noto, i numeri complessi 2 = x + îy possono rappre- 
sentarsi, assai utilmente, su di un piano x su cui sia stato fis- 
sato un sistema di assi cartesiani ortogonali (0, x, y), facendo 
corrispondere al numero 
complesso 2, = 2% + i%e 
il punto P, di ceoordi- Y 
nate (20) %) e viceversa. 
Viene così a stabilirsi fra 
i numeri complessi e i 
punti del piano x una 
corrispondenza biunivoca 
e continua, senza ecce- 
zioni di sorta, purchè, 
in armonia con l’abituale Fig. 1 
convenzione che esista 
un solo numero complesso infinito, si convenga analogamente 
che il piano x sia dotato di un unico punto all’infinito (« piano 
di GAUSS »). 

La cosa essenziale è proprio questa corrispondenza biunivoca, 
non il fatto che la rappresentazione si effettui su di un piano x, 
pertanto, volendo, potremo anche sostituire a quest’ultimo 
un’altra superficie o che possa mettersi in corrispondenza biu- 
nivoca e continua col piano x, fucendo corrispondere a 2, li 
punto P; corrispondente di P, su o e viceversa. 

Per esempio, potremo ricorrere ad una sfera che porremo in 
corrispondenza biunivoca col piano x mediante proiezione stereo- 
grafica, cioè proiettandone i punti su x da uno dei due punti 
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della sfera stessa in cui il piano tangente è parallelo a x. La 
fig. 2 si riferisce al caso, particolarmente perspicuo, in cui la 
sfera è tangente a x in O e il centro di proiezione è il punto N 
della sfera diametralmente 
opposto ad 0. La biunivo- 
cità della corrispondenza 
fra piano e sfera è conse- 
guenza immediata del fatto 
che la retta che proietta 
da N un punto P di x in- 
contra la sfera, oltre che 
nel punto fisso N, in uno 
ed un sol punto P'. Fra 
l’altro si ottiene così il van- 
taggio di eliminare ogni dif- 
ficoltà inerente ai valori in- 
finiti perchè, sulla sfera, 
Fig. 2 la posizione limite di P' 
quando P si allontana iu- 
definitamente da O è, in ogni caso, il punto N; pertanto, 
nella nuova rappresentazione, la corrispondenza biunivoca 
senza eccezioni fra punti e numeri complessi, infinito com- 
preso, ha luogo senza bisogno di alcuna modifica agli ordinari 
postulati della geometria. 

Nel seguito ci serviremo continuamente delle accennate rap- 
presentazioni geometriche, e specie di quelle sul piano, da eni, 
fra l’altro, prende origine buona parte delle locuzioni oggi uni- 
versalmente usate nella teoria delle funzioni di variabile com- 
plessa. Così, per esempio, invece di dire che si considera un 
certo valore 2, di 2, suol dirsi che si considera un certo punto /”, 
del piano complesso (0 della sfera); invece di dire che ci si avvi- 
cina a €, in modo che il rapporto (y — yo)/(x — ») tenda ad 
un certo limite m, suol dirsi che ci si avvicina a P, secondo la 
direzione di coefficiente angolare m, ece. 

In particolar modo dovremo continuamente servirei del con- 
cetto di dominio bidimensionale (0 campo, 0 area ecc.) cui, nelle 
considerazioni che dovremo qui svolgere, non è necessario dare 
una grande generalità e conseguente astrattezza. Intenderemo 
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dunque con tal nome un insieme di punti del piano (o della 
sfera) delimitato da una o più curve regolari, val’a dire da 
curve continue dotate (tranne al più in un numero finito di 
punti) di tangente variabile con continuità: per esempio (nel 
piano) l’interno o l'esterno d’una circonferenza, d’un rettangolo, 
di una corona circolare, un semipiano, o anche l’intero piano 
meno, eventualmente, alcuni speciali punti o alcune speciali 
linee, ecc. 

Punti interni sono quelli che possono riguardarsi come centri 
di cerchietti — di raggio sia pur piccolissimo — tutti formati 
da punti dell’insieme, e punti esterni invece quelli che sono 
centri di cerchietti formati di punti tutti estranei all’insieme 
che si considera. I rimanenti punti del piano formano il con- 
torno 0 frontiera dell’insieme. Questi ultimi possono esser riguar- 
dati sia come appartenenti all’insieme sia come estranei ad esso. 
Nel] primo caso l’insieme si dirà, più propriamente, un dominio; 
nel secondo caso, un campo. 

È opportuno intendersi una volta per sempre sul concetto di 
connessione di un dominio, che incontreremo con frequenza nel 


seguito. Propriamente diremo che un dominio è semplicemente. 


connesso se il suo contorno è d’un sol pezzo, val’a dire tale che 
si possa sempre passare da un suo punto A ad un altro qua- 
lunque suo punto 4 senza mai abbandonare il contorno stesso. 
Se invece il contorno si compone di 2, 3,...., n curve chiuse 
distinte, noi diremo rispettivamente che il dominio è dupli- 
cemente, triplicemente,.... n-volte con- 
nesso. Per esempio una corona circo- 
lare è un dominio duplicemente con- 
nesso. Proprietà essenziale dei do- 
mini pluriconnessi è che in essi esi- 
stono curve chiuse che non possono, 
con deformazioni continue, ridursi 
ad un punto senza uscire dal dc- 
minio stesso, Si consideri per esem- 
pio la curva y nel dominio duplice- 
mente connesso indicato nella fig. 3. 

Osserviamo inoltre che, talquale come nel campo reale, în- 
torno di un punto al finito P, è un (piccolo) dominio limitato 
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(cioè rinchiudibile entro un conveniente cerchio) comprendente 
il punto P, nel suo interno. Nella più parte dei casi ci si può 
“anzi addirittura riferire ad un cerchio di un certo raggio £ col 
centro in P,, avendo così, fra l’altro, il vantaggio di poterlo 
assai semplicemente rappresentare con la disugnaglianza 


|: a|<e 


(o <e se si vuol comprendere anche la circonferenza-fron- 
tiera) (1). Se invece il punto P, è all’infinito, conviene riferirsi 
alla sfera su cui, non differenziandosi N dagli altri punti, è 
del tutto naturale definirne l’intorno come negli altri casi. Con- 
seguentemente, sul piano complesso, l’intorno del punto all’in- 
finito sarà costituito da tutti i punti esterni ad una curva chiusa 
sufficientemente ampia y, 0, con irrilevante restrizione, da tutti 
i punti soddisfacenti ad una disuguaglianza del tipo 


|2|>@. 


Osserviamo infine che, non solo le frontiere di domini, ma 
tutte le altre curve che dovremo nel seguito considerare saranno 
sempre (salvo esplicito avviso in contrario) curve regolari nel 
senso dianzi dichiarato, e per di più prive di nodi, cioè nun 
intersecanti mai se stesse. 


$ 2. - Estensione del concetto di funzione al campo complesso. 
Condizioni di monogeneità. 


Il modo più spontaneo e, a prima vista, più opportuno per 
estendere il concetto di funzione al campo complesso, parrebbe 
consistere nel ritenere w = « + îv funzione della variabile com- 
plessa 2 = a + iy allorchè, fissato che sia un valore di 2 (in 


(1) Col simbolo |a] denotiamo, con Gauss, il modulo del numero com 
plesso a = &, + fg, cicè +V/af +ai. ($i cfr. la fig. 1, in cui il modulo 
del numero complesso corrispondente a Py è indicato con po mentre 
il suo argomento, cioò l'anomalia del punto P, rispetto all'asse x come 
asse polare, è indicato con 0). 
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modo qualunque o in un certo dominio) resta in conseguenza 
determinato un valore {o più valori) di w. Però, anche a pre- 
scindere dall’osservazione aprioristica che così non si verrebbe 
a far altro se non asserire che le due variabili reali v e v sono 
certe funzioni delle due variabili reali 2 e y; vedremo subito 
che alle funzioni così definite non possono estendersi, sotto con- 
dizioni solo qualitative (cioè del genere di quelle che s°incon- 
trano ad ogni passo nella teoria delle funzioni di variabili reali) 
nemmeno i concetti più fondamentali dell'Analisi. Sarà perciò 
opportuno subordinare il concetto di funzione nel campo com- 
plesso a due sostanziali limitazioni di carattere quantitativo per 
le funzioni reali u(e, y) e (2, y) [le formule (2) di cui appresso] 
che, se da un lato costituiscono un’indubbia limitazione di 
generalità, dall’altro però conferiscono alla teoria delle funzioni 
di variabile complessa un suo peculiare carattere di eleganza e 
di semplicità che non ha riscontro nel campo reale (1). 

Fra i concetti fondamentali dell’ Analisi cui più sopra si allu- 
deva, non sono quelli di limite e di continuità che si trasportano 
alle funzioni complesse nel senso lato dianzi specificato con tale 
facilità che è del tutto superfluo insistervi. Per esempio, si dirà 
che la funzione w = f(2) è continua nel punto 2, = % + ÎYo 
se, fissato, comunque un numero positivo e, è possibile de- 
terminare un intorno I di 4, entro cui si abbia sempre 
| fe) —f@)]< e; ossia se le due funzioni reali vw e © sono 
(superficialmente) continue nel punto (2, Yo). 

Una sostanziale difficoltà s'incontra invece nell’estensione 
del concetto di derivata. 

Invero, definendo la derivata f'(2) della funzione f(2), tal 
quale come nel campo reale, quale limite del rapporto incremen- 


tale, cioè ponendo 
a I _ pl + 1A 
z) = =lim TINTE 
Î ( ) de = h ’ 


(1) Esiste tuttavia anche una teoria delle funzioni di variabile com- 
plessa in senso lato (che, per ragioni che subito si comprenderanno, 
vengono dette poligene), ma essa ha trascurabile importanza in con, 
fronto di quella che verrà qui svolta. 
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si riconosce immediatamente che, salvo a introdurre delle spe- 
ciali restrizioni di carattere quantitativo per le funzioni w e © 
tale derivata dipende dal modo con cui si fa tendere h a zero, e 
precisamente dalla direzione secondo cui il punto È si avvicina 
all’origine. 

Infatti, supposto & = è, + ih, e che le funzioni « e v siano 
dotate di derivate parziali prime /, uy, v:, v, continue, sì che 
possa ad esse applicarsi il teorema del differenziale totale, si ha 


wi + itog 
hy + ila” 


fe + h) (e) _ uigh, + ghe + i(egl + 0h) + 
h 


ky + ih, 


dove @, ed >, denotano due infinitesimi d’ordine superiore ri-” 
spetto a |&{. Pertanto, passando al linute per k,, %, -> 0 nel 
l'ipotesi che sia 


lim ha: mi 

h, ? 
ossia che il punto % si avvicini all'origine secondo la direzione 
di coefficiente angolare m (cfr. paragrafo precedente), avremo 


(1) fl TE, 


formula che mostra come, in generale, la derivata dipende 
da m (1). 

Se si vuole invece che ciò non sia, il limite del rapporto 
incrementale dovrà in particolare rimaner lo stesso nel caso che 
ci si approssimi all'origine nella direzione dell'asse x (m = 0) 
o in quella dell’asse y (porre 1/m =- 0 dopo aver diviso tanto 
il numeratore quanto il denominatore della frazione per m), e 
ciò fornisce la condizione 


ti SE) vst ivy 
u + = 7° 


(1) Dalla (1) è facile dedurre che gli infiniti possibili valori di f"(2) 
sono geometricamente rappresentati sul piano complesso dai punti di 
una circonferenza. 
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che, separando il reale dall’immaginario, si spezza nelle due: 


Ì 


le quali non sono soltanto condizioni necessarie per l’unicità 
della derivata, come risulta da quanto precede, bensì anche 
sufficienti, poichè, quand’esse sono verificate, dalla (1) può su- 
bito trarsi che 


du dv du dv 
(2) da dy° dy dd 


GB) | fl=u+iv=u—iw tiv =uy—i, i 


formule in cui non vi è più traccia di m. 

Le (2), che diconsi condizioni di. monogeneità 0 equazioni. di 
CAUCHY-RIEMANN, 0occupano Un posto centrale in tutta la teoria 
delle funzioni di variabile complessa, che noi fonderemo ap- 
punto su di'esse mediante ia seguente definizione fondamentale: 

La variabile complessa w = u + iv si dirà funzione (mono- 
aroma) analitica o monogena (?) della variabile 2 = x. + iy nel 
dominio D, e si scriverà w = {(2) (0 formule analoghe), se ivi u 
ev sono funzioni continue di x e y, assieme con le loro derivate 
parziali del prem'ordine, e queste soddisfano alle condizioni di 
monogeneità (2). 

Oppure, in virtù dei risultati più sopra ottenuti, potrà 
dirsi che: 

La variabile w = f(2) è una funzione analitica di 2 in un 
certo dominio, ‘se ivi essa ha sempre una ben determinata deri- 
vata prima f'(2) rispetto a 2, variabile con continuità al variare 
di 2 (2). 

Da questa seconda forma della detinizione segue subito, te- 
nuto conto che le ordinarie regole di derivazione, essendo basate 


(1) I due aggettivi « analitica » e «monogena » saranno qui sempre 
riguardati come pienamente equivalenti. 

(2) È stato dimostrato dal GouRSAT [5] (questo richiamo si rife- 
risce all'elenco bibliografico che è in fondo al volume) che la condizio1 e 
della continuità della derivata non è necessaria. Il volerla risparmiare da 
però luogo ad alcune complicazioni cui, in un manuale come il pre- 
sente, sarebbe fuori luogo andare incontro. 
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sulla definizione di derivata e le regole del calcolo algebrico for- 
male, per le funzioni analitiche, restano manifestamente immu- 
tate anche nel campo complesso; che: 

Somma, differenza, prodotto e quoziente di più funzioni ana- 
litiche sono ancora funzioni analitiche le cui derivate si calcolano 
con le ordinarie regole, e così pure funzioni analitiche di funzioni 
analitiche e funzioni inverse (1). 

In particolare se ne deduce che polinomi in # e quozienti di 
polinomi siffatti, cioè funzioni razionali qualsiasi di 2, sono certo 
funzioni analitiche. 

Notiamo finalmente, prima di chiudere questo paragrafo, 
che introducendo i due simboli, spesso molto comodi, R(x) e 
1(x) per denotare rispettivamente la parte reale e il coefficiente 
dell’immaginario di un numero complesso a, dalle (3) seguono 
le formule, sovente utili nelle applicazioni, 


e) 


2 Rf] = g 10) = RI], 


i Wol=-7 UA = Ta). 


(4) 


$ 3. - Funzioni analitiche e funzioni armoniche. 


Nel prossimo Capitolo dimostreremo un teorema dei più ca- 
ratteristici fra quelli che pongono in luce le differenze fra la 
teoria delle funzioni di variabili reali e quelle di variabili com- 
plesse. Dimostreremo invero che, a completa diversità di quel 
che succede nel campo reale, nella teoria delle funzioni di varia- 
bile complessa l'ipotesi dell’analiticità della funzione, cioè del- 
l’esistenza (e coritinnità) della derivata prima, implica l’esistenza 
(e continuità) delle derivate di tutti yli ordini della funzione, 
nonchè la sviluppabilità di questa in serie di potenze. 


(3) L’ultima asserzione neces iterebbe in verità qualche ulteriore 
chiarimento, su cui per brevità non ci soffermeremo, rivolto sopra. 
tutto a mostrare la legittimità della considerazione della funzione in- 
versa di una data, nell’intorno di un punto in cui la derivata di questa 
non si annulli. 
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Ammettendo pel momento la cosa limitatamente alle deri- 
vate seconde, cioè ammettendo l’esistenza e continuità delle 
derivate seconde di u e v rispetto a x'ey, potremo trarre dalle (2) 
una conseguenza dlel più alto interesse. Invero derivando la 
prima delle (2) rispetto ad x (ad y), la seconda rispetto ad y 
(ad x) e sommando (sottraendo) si ha rispettivamente 


È ou | 0% ato 2% 
(5) lana +aa => Ta t agi 


equazioni che mostrano come tanto la parte reale « quanto la 
parte immaginaria v di una funzione analitica w non possono 


essere funzioni arbitrariamente scelte di @ e y. Esse possono solo 


scegliersi îra le soluzioni, d’altra parte svariatissime, dell’equa- 
zione di LAPLACE A.9 = 0, avendo posto, com'è abitudine, 


An 


Per di più è facile vedere che quando sia assegnata una_ 


delle due funzioni « e v, per esempio «, in modo che risul 
Az = 0 ma, pel rimanente, ad arbitrio; l’altra funzione, nel 


nostr 0 , resta determinata a meno d'una costante arbitraria. 
Infatti, in virtù delle (2) si ha 


du du 
dv == +7 


epperò, conoscendosi il ditterenziale totale di v, questa funzione 
risulterà determinata a meno d’una costante arbitraria additiva 
(e potrà calcolarsi con quadrature). 

Le soluzioni dell’equazione di LAPLACE continue assieme con 
le loro derivate prime diconsi funzioni armoniche e costituiscono 
un’importantissima classe di funzioni, tanto dal punto di vista 
teorico quanto da quello applicativo. Servendoci di tale deno- 
minazione potremo dunque enunciare che: 


La parte reale € la parte imm ginaria di una funzione anali- 
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funzioni di variabile complessa si può, se si vuole, interpretare, 
restando nel campo reale, come teoria delle coppie di soluzioni 
coniugate (u, v) dell'equazione di LAPLACE, cioè delle coppie di 
soluzioni legate dalle equazioni di CAUCHY-RIEMANN (2). Anzi 
è proprio questo il punto di vista sostanzialmente seguito in 
qualeuno dei trattati più importanti (per esempio dal PICARD). 
Noi però seguiremo invece il punto di vista « complesso », s0- 
pratutto per non rinunciare ai grandi vantaggi offerti dall’ana- 
logia (fin dove sussiste) con la teoria delle funzioni di varia- 
bile reale. 

Il rapporto che è venuto a stabilirsi fra funzioni analitiche 
e funzioni armoniche può, fra l’altro, utilizzarsi per costruire 
facilmente estese classi di funzioni armoniche. Per esempio con- 
siderando ia parte reale e la parte immaginaria di un polinomio 
di grado n» in 2: 


P,(2) = ag” + @e-1 +... + Gn-12 + Qn 


si otterranno polinomi armonici di tipo generale con cui, com'è 
stato di recente dimostrato, è poi possibile approssimare, sotto 
condizioni assai poco restrittive, qualsivoglia funzione armonica. 
In particolare per P, = 2" e n = 1, 2, 3 si hanno i polinomi 
armonici seguenti: 


u= Ly, v=%Y}; 
u=0°—y?, v= 2rY; 
u=go— day, v= dey—y3; 


mentre che, in coordinate polari p e 0, si ha in generale, qua- 
lunque sia 2, 


u= p"cos nh, v = p* sin n0. 
$ 4. Funzioni analitiche e trasformazioni conformi. 
Data una funzione di variabile complessa, anche in senso 


lato, w = « + iv, cioè data una coppia «, v di funzioni reali 
delle due variabili reali 2, y, resta evidentemente nel contempo 
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definita una trasformazione geometrica univoca 7 che fa cor- 
rispondere a un punto P(x,y) del piano 2 un ben determinato 
punto P'(u, v) del piano w. Ad ogni proprietà analitica della 
funzione w duvrà corrispondere una proprietà geometrica della 
trasformazione T, e viceversa. Si presenta quindi del tutto 
spontaneo chiedersi quale proprietà geometrica di 7' farà ri- 
scontro a quella che w sia una funzione analitica di 2. Di 
tale proprietà è quella dell’esser conforme cioè di conservari: 
angoli, il che implica la fondamentale conseguenza che allora 
la trasformazione 7’, «localmente considerata » (cioè nell’imme- 
diato intorno di due punti corrispondenti), potrà riguardarsi 
come una similitudine (il cui rapporto però varierà in generale 
da coppia a coppia di punti corrispondenti). 

Per dimostrare quanto sopra cominciamo con l’osservare 
come in generale, e cioè senz’alcuna ipotesi di analiticità per w 
ma solo supponendo che esistano, e siano continue e non simul- 
tancamente nulle le derivate prime di « e di ©, la trasforma- 
zione 7°, pur non essendo in generale un° ’omografia, subordina 
uma proiettività fra due generici « fasci corrispondenti » (P) e (P’). 
Dico cioè che se si considera un secondo punte Q prossimo 
a Pelo sifa avvicinare a P secondo la direzione m, il punto (1A 
omologo di Q, si avvicinerà a P' secondo una direzione m' tale 
che fra m ed m' sussiste una relazione bilineare 2 coefficienti 
dipendenti solo dalla posizione di P, ossia che, nei due fasci 
di centri P è P', i raggi di coefficienti angolari m ed m' si cor- 
rispondono in. una prosbrvità: 

Infatti, detti n ed n due infinitesimi d'ordine superiore ri- 
spetto alla distanza V Ag? + : L Ag? dei due punti P e @, pel 
teorema del differenziale totale, si ha 


dv dv .__ dv av Ay n 
ll ei © at ay ha | Ae 
m ‘=lim gx um du > du Ay N 
o>P il Ar + Ay + Pax tav ho | Aa 
cioè 
dv dv 
dat” 
(6) "= Gu du 
dat 
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o anche 

7 du dv du dv 

7 mm' } ? 2-0: 
m dy ag tata di 


il che mostra che la corrispondenza fra le direzioni m e m' è, 
come s'era detto, una proiettività. 

Supponiamo ora che la funzione w sia analitica, allora, in 
virtù delle (2), la (6) potrà scriversi 


2 
mia dy td 
=% — sE 
da ag” 
ovvero 
(8) tew'= tgo—tga tg (0 a) 
1+tgatgo 8 1) 


avendo posto: 


du/òy _ 
dufda tea. 


mz=tgo, m'=tg0', 


Ma dalla (8) segue w'= © + cost., dunque, nel caso attuale, 
la proiettività fra i due fasci è un’uguaglianza (diretta) e ne 


Y v 


Fig. 4 


segue che la trasformazione è conforme, anzi che gli angoli cor- 
rispondenti non sono solo uguali in valor assoluto, ma anche 
in segno. (Trasformazione conforme diretta: Fig. 4). 

Viceversa, se la trasformazione è conforme (diretta) la fun- 
zione w, è monogena. 
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Infatti, se la (6) rappresenta un’uguaglianza diretta, essa 
deve potersi ridurre alla forma (8), epperò dovrà essere 
ovloy _— deje _ _ dulèy 
dufda dudx — — dufde' 
che non sono altro se non le (2). 
Se invece la (6) rappresentasse un’uguaglianza inversa, civè 
se potesse ridursi alla forma 
' tgatmitgo 


led uguga BS 


si troverebbero analogamente, in luogo delle (2), le relazioni: 


du dv 
9 de dy° dy dx 


2 
® 
è 


che possono evidentemente interpretarsi dicendo che w=Uu—iv 
è funzione analitica di 2, oppure che w è funzione analitica di 
ri a: iy. di 

Finalmente osserviamo esplicitamente che, come s’è già ac- 
cennato, tutto questo non vale più se, nel punto che si consi- 
dera, è Ju/de == du/dy = de/dxe = dv/dy = 0, cioè, nel caso del- 
l’analiticità, se è f"(2) = 0. Vedremo anzi a suo tempo (Cap. II, 
$ 4) che non è solo il procedimento dimostrativo che cade in 
difetto bensì il fatto stesso, chè negli intorni dei punti in cui 
si annulla la derivata pritna la trasformazione non è conforme. 


$ 5. - Campi vettoriali piani. 


In svariate applicazioni delle Matematiche in particolare in 
Meccanica e in Fisica-matematica, è necessario considerare campi 
vettoriali cioè vettori «funzioni del posto » in un duminio 
a 2 0 a 3 dimensioni, ossia considerare un vettore w = w(P) 
le cui componenti rispetto a certi assi siano funzioni delle coor- 
dinate del punto P di D a cui lo si pensa associato. 

Per esempio, le velucità o le accelerazioni dei vari punti nel 


moto di un corpo rigido o no, l’intensità di un campo gravita- i 


zionale, elettrico o magnetico, ece., costituiscono altrettanti 
campi vettoriali. 
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Se poi, in particolare, i punti P appartengono tutti ad uno 
stesso piano e i vettori w sono tutti a questo paralleli, il campo 
vettoriale si dice piano. Per esempio, nella rotazione (istan- 
tanea o no) di un corpo rigido intorno ad un asse, le velocità 
dei punti di un piano perpendicolare all’asse, costituiscono un 


Fig. 5 


campo vettoriale piano. E così pure le velocità delle singole 
particelle nel moto piano di un fluido, cioè in un moto tale che 
esista un fascio di piani paralleli cinematicamente equivalenti, 
come accade per esempio nel moto dell’acqua in canali molto 
profondi; nel moto che si origina, dopo il ripristino di condi- 
zioni di regime, quando un cilindro infinitamente lungo è tra- 
sversalmente investito da un’ampia corrente fluida originaria 
m°n e in traslazione uniforme, ece. 

La fig. 5 si riferisce appunto a quest’ultimo caso, nell’ipo- 
tesi che il cilindro investito (ortogonalmente) sia un cilindro 
eircolare, retto. 

Ci proponiamo ora di far vedere come, fra una categoria im- 
portantissima di campi vettoriali piani e le funzioni analitiche 
di una variabile complessa, esista una connessione del più alto 
interesse, su cui sono addirittura basati interi rami delle Mate- 
matiche (V’Idrodinamica piana, per esempio). 
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Pertanto, supposti fissati, nel piano del nostro campo vet- 
toriale, due assi cartesiani x e y, indichiamo con w(w,y) e 
— ®(1, y) (— ® invece di 0 per comodità di notazioni) le com- 
ponenti del vettore w rispetto ad e:si, e cerchiamo di stabilire 
a quali condizioni dovranno suddisfare le funzioni v e v affinchè 


il campo vettoriale, pensato (come sempre è possibile) quale . 


campo delle velocità nel moto piano, permanente di un fluido (*) 
di densità costante (che, per semplicità, supporremo uguale 
ad 1), corrisponda ad un moto senza « vortici » (campo « irrota- 
zionale ») e senza « sorgenti » nè « inghiottitoi » 0 « pozzi » che dir 
si voglia (campo « solenoidale »), cioè soddisfacente alle due con- 
dizioni seguenti: 

1°) Ciascuna particella fluida possa riguardarsi come ani- 
mata di un moto puramente traslatorio, cioè non accompagnato 
da rotazione (?). 

2°) La quantità di fluido che penetra in un certo tempo 
entro una curva chiusa qualsiasi, sia uguale a quella del fluido 
che nel tempo stesso ne esce. 

La prima condizione si traduce subito in formule scrivendo 
che le componenti p, g, r della rotazione istantanea della parti- 
cella sono zero, o, in forma vettoriale, che rot.w = 0. Propria- 
mente, trattandosi qui di un moto nel piano v, y, avremo l’unica 
condizione r = 0, cioè 


(10) z+5-=9- 


(1) La natura fisica del fluido non occorre che sia precisata, anzi è 
bene resti del tutto indeterminata, chè così le nostre considerazioni 
saranno tanto applicabili a moti di fluidi veri e propri (acqua, per esem- 
pio), quanto a quelli di fluidi ideali (elettricità, calore, ecc.). L'unica 
cosa essenziale è che abbia senso il parlare di quantità di fluido, come 
certamente avviene negli esempi indicati. Comunque, dal punto di vista 
della rappresentazione intuitiva dei fatti matematici di cui dovremo 
discorrere, potremo sempre pensare di riferirci al moto di un fluido 
effettivo, purchè di densità costante: per esempio dell’acqua. 

(2) Per una semplice interpretazione intuitiva della condizione d’ir- 
rotazionalità, vedi la mia Nota nei Rendiconti dei Lincei (6), 19 (1934, I), 
399-401. 
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Per tradurre ora la seconda condizione, diciamo y la curva 
chiusa arbitraria di cui in essa si discorre, e, indicato con n 
il versore (vettore unitario) che ha la direzione e il verso della 
normale interna a y in un suo generico punto P, osserviamo che 
la quantità di fluido che « entra » in y nel tempo dé lungo l’ele- 
mento d’arco ds circostante al punto P (o ne «esce » se il pro- 
dotto scalare è negativo) è evidentemente data da 


wxndsdt ; 


pertanto la condizione in esame si traduce nell’uguaglianza 


fxnd=0, 
vr 


che suole esprimersi dicendo che il flusso totale del vettore w 
attraverso la curva < è nullo, e conduce subito all’equazione 


(11) divo = = 


Infatti, o ricorrendo ad un noto teorema di Calcolo vetto- 
riale (*), o (ciò che è poi lo stesso) al lemma di GAUSS (3), si 
vede subito che, detta C l’area racchiusa da y, è 


fw x nds = [(uÈ -. of) as _ _(((08- 2) acàs sù 


14 tà c 
ma il dominio cui è esteso l’integrale doppio è arbitrario, quindi, 
supposto (com’è implicito) che le derivate prime di « e v siano 
continue, la funzione integranda dovrà essere identicamente 
nulla, e ne segue la (11). 

La preannunciata connessione fra campi vettoriali piani irro- 
tazionali-solenoidali e le funzioni di variabile complessa, di- 


(®) Teorema « della divergenza » o « del flusso » cfr. per esempio Bu- 
RALI-FoRTI e MARCOLONGO: Elementi di calcolo vettoriale (Bologna, Za- 
nichelli, 1921). 

(2) Vedi al $ 1 del Capitolo seguente. 
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scende immediatamente dall’osservazione che le (10)-(11) non 
sono altro che le equazioni di CAUCHY-RIEMANN (2), ossia che 
ponendo 

w=U+ iv 


(la w così definita dicesi velocità complessa del movimento) le 
condizioni d’irrotazionalità e solenoidalità assicurano che ew 
è una funzione analitica ‘della variabile complessa 2 = x + iy. 
Ad ogni movimento piano senza vortici e senza sorgenti (1) cor- 
risponde dunque una ben determinata funzione analitica w, 
che completamente lo caratterizza, e viceversa. 

Per esempio, nel caso della corrente fuida traslatoria inve- 
stente un cilindro indefinito cui si riferisce la fig. 5, si ha (ri- 
spetto agli assi ivi indicati e per |2| @) 


w=e(1-%), 


dove a denota il raggio del cilindro e c la velocità (scalare) della 

corrente, « all'infinito », cioè fuori dell’azione dell’ostacolo (*). 

Più ancora della funzione w ha però interesse il suo înte- 

grale indefinito (*), ecio è la funzione f(z) determinata (a meno 

di una irrilevante costante arbitraria) dalla condizione che sia 
die) 


"da = uz). 


Invero, posto 
# = 9(2,4) + ip(ey), 


(1) S'intenda: senza vortici o sorgenti distribuite (con continuità). 
Non si esclude cioè che alcuni speciali punti (punti singolari della fun- 
zione w, cfr. Cap. III, $ 5) possano fare eccezione. 

(*) LAMB: Lehrbuch der Hydrodynamik. (Deutsche Ausgabe, Leipzig, 
Teubner, 1907), p. 94. ' 

(3) Nel prossimo Capitolo ci occuperemo sistematicamente dell’inte- 
grazione delle funzioni di variabile complessa. Comunque l'integrazione 
indefinita di una funzione analitica, quale qui occorre, non dà luogo a 
nessuna speciale difficoltà e può effettuarsi con metodi perfettamente 
analoghi a quelli validi nel campo reale. 


F. TricoMI - Funzioni analitiche. i 2 
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per le (4) si ha 


_ 0 _ 

US Ga Gy 

2) 2 LS) 
03347 7 da 


da cui in particolare segue che 
(13) w=gradp, 


ciò che, fra l’altro, giustifica il nome di potenziale di velocità 
che suole darsi alla funzione g, mentre la funzione $ dicesi 
invece funzione di corrente. 

Le linee © = cost. e 4 = cost. diconsi rispettivamente linee 
equipotenziali (o di livello) e linee di flusso del campo e, in virtù 
delle (12), sono le une le traiettorie ortogonali dell’altre; si ha 
cioè che la ben determinata linea equipotenziale e la ben deter- 
minata linea di flusso che escono da un medesimo punto gene- 
rico del campo (cioè da un punto in cui non sia per esempio 
f'=w = 0) hanno ivi tangenti necessariamente ortogonali fra 
loro (1). 

Delle due, le più importanti son le linee di flusso che, es- 
sendo ovunque tangenti al vettore 10 del luogo, possono consi- 
derarsi quali traieitorie delle singole particelle fluide. Inoltre, 
tenuto conto che in un tubo di flusso, 
cioè nella striscietta curvilinea com- 
presa fra due linee di flusso Ù e U 
infinitamente prossime fra loro, la 
«portata », cioè la quantità dg di 
flusso che attraversa una certa sezione 
retta (di lunghezza e) in un tempu- 
scolo determinato dt, resta manife- 
stamente costante; si ha l'equazione 


sii dq = Wed = cost., 


dove W= |w]| denota la velocità scalare del fluido in corri- 
spondenza alla sezione considerata. Ne segue, considerando due 


(1) Si noti che ciò. dipende dal fatto che j= + i) è una fun- 
zione analitica di 2. 3 
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erispettive velocità scalari W, e W, del fluido interviene. la 
8 1 8 int: 
1e. 1 


(14) Wi __ E 


UA o € ’ 


a i mostra come dal tracciato delle linee di flusso possa desu- 
rsi non solo la direzione della velocità w delle singole parti- 


PE È i 
Ù DA s. anche farsi un’idea della grandezza relativa del mo 
si i w. Finalmente osserviamo che potrebbe assai facil- 
n. ii che la portata dg del tubo di flusso consi 
incide con Ja differenza fra i i . 
ì e; i due valori dell: i 
. ella funzio. 
i corrente corrispondenti alle due linee di fluss È da 
siderate, casi 
D: 
Sin n ni precede segue in particolare che il modo 
icuo per rappresentare geometri 
vettoriale piano irrotazio. Li... 
nale e solenoidale, consi 
- i 5 ; i , consiste nel trac- 
Hai ba a di sue linee di flusso opportunamente distan 
> 0, meglio ancora, linee di flusso e lin i li j ; 
ner ì neo) i inee di livello insieme. 
; Li si consideri la fig. 7 in cui è stato rappresentato con 
A) on il campo vettoriale della fig. 5. 
n La proposito è però bene osservare esplicitamente che 
rbitrario sistema co! di linee piane e le sue traiettorie orte- 
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gonali, non costituisce, in generale, la rappresentazione di un 
campo vettoriale piano irrotazionale e solenoidale, perchè non 
è in generale possibile distribuire queste linee in modo tale 
che esse dividano il piano in quadratini elementari (*), mentre 
questo è invece certo possibile nel caso delle linee u = cost 
e v = cost. di cui sopra. (Basta invero pensare @ quelle corri- 
spondenti & delle rette parallele agli assi del piano «, %, divi- 
denti questo piano in quadratini elementari). Ciò è da porsi 
in correlazione col fatto già osservato a P. 9 che, di una fun- 
zione monogena w = + iv, non si può assegnare ad arbitrio 
nemmeno la « 0 la © soltanto. 


$ 6.- Rappresentazione grafica 
delle funzioni di variabile complessa. 


La questione ultimamente accennata della rappresentazione 
grafica dei campi vettoriali piani irrotazionali-solenoidali, sta 
manifestamente nei più stretti rapporti con la questione, prati- 
camente anche più importante, della rappresentazione grafica 
delle funzioni di variabile complessa. Anzi, considerato che ad 
ogni campo vettoriale della specie indicata corrisponde una ben 
determinata funzione analitica w (0, a meno d’una irrilevante 
costante arbitraria, una funzione f) e viceversa, le due que- 
stioni possono addirittura identificarsi e riguardare per esempio 
la fig. 5 0, meglio, la fig. 7 come immagine geometrica della 


funzione 
ia) = fol fe = o(= + ©) + cost. 


In altre parole, riferendoci al sistema della fig. 7, una qualsiasi 
funzione analitica f = + i potrà geometricamente rappre- 
sentarsi in modo sufficientemente perspicuo € intuitivo, trae- 
ciando una rete sufficientemente fitta di linee equipotenziali 
g= cost. e di linee di flusso Y = cost., le quali, tranne in al- 


(1) In generale lo divideranno in rettangolini elementari 
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cuni punti speciali, dovranno mutualmente tagliarsi ad angolo 
retto. 

Tale metodo rappresentativo, che è quello più usato, con- 
siste in fondo nel rappresentare sul piano, col metodo delle 
proiezioni quotate, le due superfici ® e Y dello spazio (2, y, ©) 
di equazioni 


t= (2,9), t=WU0,4); 


esso potrà dunque anche sostituirsi, talvolta utilmente, con altri 
metodi di rappresentazione di dette superficie fra quelli inse- 
gnati dalla Geometria Deserittiva o, meglio ancora, per mezzo 
di modelli in gesso od altro delle superficie ®D e Y. Oppure, se- 
guendo il metodo di recente consigliato da EMDE [8], si potrà 
pensare all’unica superficie, che diremo F, di equazione 


=|{| 


che verrà rappresentata o anch'essa col metodo delle proiezioni 
quotate (cioè con la sua « Hohenkarte ») oppure, preferibilmente, 
in prospettiva assonometrica (in rilievo, come dice EMDE) come 
nella seguente fig. 8 (tratta, salvo piccole varianti, dall’Op. cit.) 
che si riferisce alla funzione f(2) = tg 2, ottenuta estendendo, 
nel modo che verrà in appresso specificato, l’ordinaria tangente 
trigonometrica nel campo complesso. 

Ricorrendo al metodo rappresentativo di EMDE sarà però 
bene dare anche qualche indicazione sugli argomenti 9 dei va- 
lori di f(z), oltre che sui moduli p, ciò che può agevolmente 
farsi tracciando sulla superficie E, oltre alle linee di livello 
p == cost., anche le loro traiettorie ortogonali (linee « di mas- 
sima pendenza ») le quali, com’è facile vedere, sono linee 
9 = cost. 

Infatti, riferendoci alla rappresentazione quotata della super- 
ficie E sul piano (x, y), le proiezioni delle curve di livello, cioè 
le curve |{{ = cost., possono riguardarsi corrispondenti ai cer- 
chi col centro nell’origine 0’ del piano complesso (g, 4); ma, 
essendo la corrispondenza che intercede fra i due piani una 
trasformazione conforme, alle proiezioni delle linee di massima 
pendenza di E, che sono le traiettorie ortogonali delle proie- 
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zioni delle curve di livello(*), devono corrispondere le traiettorie 
ortogonali degli anzidetti cerchi; dunque, essendo queste delle 
linee 9 = cost., tali sono anche le linee di massima pendenza 
della superficie E. 

Giova infine osservare che la novità e l'interesse del metodo 
di EMDE non consiste tanto nell'avere sostituita. un’unica super- 


ficie E alle due superficie ® c Y, quanto nell'impiego della rap- 
presentazione assonometrica in luogo della quotata e nell’avere 
posto in primo piano il modulo della funzione in luogo delle 
sue parti reali ed immaginaria. Invero, anche rimanendo fedeli 
alla rappresentazione in base alle superficie ® e Y, ci si potrebbe 
limitare a considerare una sola di esse chè, tal quale come più 
sopra, si vede subito che le linee di livello dell’una corrispon- 


(3) Perchè la proiezione ortogonale di un angolo retto avente un lato 
parallelo al piano di proiezione, è ancora un angolo retto. 
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dono alle linee di massima pendenza dell’altra; sì che una sola 
delle due superficie, per esempio la ®, su cui siano tracciate 
tanto le linee di livello quanto quelle di massima pendenza, 
ci può fornire (proiettando sul piano «, y) tanto le linee equi- 
potenziali p = cost. quanto le linee di flusso y = cost. 


Li 
ti 
i 


DT 


CaPIroLO TI. 


L'integrazione nel campo complesso. 


$ 1. - Integrale curvilineo di una funzione di variabile complessa 
in senso lato. 


Nel campo reale il concetto d’integrale viene introdotto in 
due modi diversi, e cioè o considerandolo come il risultato del- 
l’operazione inversa alla derivazione (integrale indefinito), 0 
come limite di certe somme (integrale definito). Si riconosce 
però subito dopo, ed è anzi questo uno dei risultati più impor- 
tanti di tutta la teoria, che le due definizioni sustanzialmente 
coincidono, sì che, nello studio delle proprictà dell’integrale e 
nelle sue applicazioni, ci si può appoggiare o all’uno o all’altro 
punto di vista, secondo che torna più opportuno. 

Nel campo complesso le cose procedono analogamente cioè 
si può pervenire in esso al concetto d’integrale, in modo del 
tutto spontaneo, sia generalizzando la prima definizione, sia 
generalizzando la seconda. Noi qui ci atterremo alla seconda 
di queste vie, cioè considereremo dapprima l’integrale definito, 
donde poi, tal quale come nel campo reale, passeremo all’« in- 
definito », cioè alle funzioni aventi come derivata una funzione 
data. A tale scopo ci avvarremo della nozione d’integrale curvi- 
lineo di una funzione reale f(x, y) che supporremo senz'altro 
nota al lettore. Del resto, le due formule: 


8 
fina = [fe®, soma, 
(1) i ° 


7 f 
ftanan= [fia ng ae 
; ; 


che servono a ricondurre questi integrali a întegrali ordinari, e 
a cui si giunge supponendo che l’arco di curva y del piano (e, y) 
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da percorrersi (in un determinato verso) nell’integrazione, sia 
parametricamente rappresentato dalle equazioni 


r= oli), y=d0); (a<t<B), 


possono anche risguardarsi, se si vuole, come definizione dei 
due integrali curvilinei a primo membro, cui qualunque altro 


si riconduce col porre: 


a 
a fienuan=ffenZa+[fengt. 
v bd v 
Ricordiamo inoltre che se S è un qualunque dominio limi- 
tato (anche pluriconnes80) del piano 9) cea 8 ui è il con- 
torno (completo), detta f una qualsiasi funzione di x e Yy, con- 
tinua in S assieme con le sue derivate prime, sussistono le se- 
guenti importantissime relazioni (« lemma di GAUSS ») fra inte- 


srali curvilinei estesi ad 8 e integrali doppi estesi ad S: 
g 


[Î dx 

[Lady = Pia D eni 

ol 8 8 

3) | dy 

Ù | (fil aray=— fe de =— Pf 
s 1 a 


intendendo che il contorno 8 sia percorso nell’integrazione da 
verso positivo, cioè nel verso tale che la tangente pra Mi 
mente orientata formi con la normale interna alla curva ; 
golo + n/2 (cioè un angolo direttamente congruente a que a 
formato dall'asse r con l’asse Y). I simboli adottati ala 
integrali curvilinei ai secondi membri (integrali " con cerc L = 
stanno a ricordare che si tratta di integrazioni estese ® Î a 
curve chiuse; essi ci torneranno spesso utili anche nel Li a 

Ciò premesso, data una funzione di variabile comp. Li 
w = u(x, y) + iv(e, y) in senso lato, cioè senza supporre pre 
e v, sia pur continue assieme colle loro dlerivate i ca 
bano necessariamente soddisfare alle equazioni di 
RIEMANN; considerato che si ha identicamiente 


wdz = (uda — vdy) + i(vde + udy) , 
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vien del tutto spontaneo chiamare integrale defi di w esteso 
all'arco di curva AP = del piano (x, y), ed indicare col simbolo 


fwd, 
tà 


la quantità 


(4) ftuao—vdy + if (ode + udy). 
, rv 


Tanto più che, così facendo, l’integrale di w(2) risulta uguale, 
com'è ben facile dedurre dall’analoga proprietà degli integrali 


ky 
| 


curvilinei, al limite della somma 


La (4) Axe «P 
(ottenuta dividendo comunque 
l’arco y in parti, moltiplicando 
gl’incrementi A,z di 2 in queste 
pei corrispondenti valori di w in 
punti 2,* comunque scelti di esse, 
e poi sommando) allorchè si fa ] 
tendere a zero la massima fra le Fig. 9 
lunghezze degli archi parziali. 

Osserviamo infine che, se su tutto l’arco y si ha sempre 


le(e) |< M, 


dalla proprietà ora indicata segue senz’altro che 


(5) |fwotaaz| < ML, 
, 


essendo L la lunghezza di y, perchè (a meno d’infinitesimi 
d’ordine superiore) è evidentemente |de|=ds. 
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$ 2. - Teorema fondamentale di Cauchy. 


La precedente definizione d’integrale, cui nulla è da rim- 
proverare dal punto di vista della spontaneità e della semplicità, 
dà però luogo ad una gravissima difficoltà allorchè, procedendu 
in modo analogo a quello seguito nel campo reale, si cerca 
utilizzarla per costruire con essa una «funzione integrale », fa- 
cendo variare uno degli estremi dell’integrazione (per esem- 
pio P) mentre si tiene fermo l’altro (4). Invero, dato che un 
integrale curvilineo dipende in generale, non solo dagli estremi 
dell’arco di curva cui è esteso, ma dall’intero cammino d’inte- 
grazione, così facendo non si otterrà dunque (in generale) una 
funzione univoca di P, bensì una funzione a infiniti valori, 
essendo infinite le curve regolari y con cui possiamo pensare 
collegati due determinati punti A e P. Si presenta cioè una 
difficoltà analoga a quella incontrata nella definizione della 
derivata. ° 

Ammaestrati dall’esperienza fatta nel caso ora ricordato, si 
presenta ora del tutto spontaneo domandarsi se non sia anche 
qui possibile eliminare la ‘difficoltà incontrata sottoponendo la 
funzione w, cioè le funzioni u(x, y) e v(x, y) ad opportune limi- 
tazioni, sia pur di carattere quantitativo. E che ciò sia effet- 
tivamente possibile, non è difficile persuadersi, 

Potrebbe però temersi che si giungesse a condizioni di- 
verse da quelle trovate nel caso della derivata, il che impli- 
cherebbe la necessità di distinguere funzioni « analitiche » nei 
riguardi della derivazione da funzioni « analitiche » nei riguardi 
dell’integrazione, con tutte le complicazioni che facilmente si 
comprendono. Ora, fortunatamente, ciò non è. Sussiste cioè il 
fatto, del tutto fondamentale per l’intera teoria, che le stesse 
condizioni atte ad assicurare Vunicità della derivata assicurano 
l'unicità dell'integrale (nel senso dianzi accennato), e viceversa. 

Per dimostrare questo fatto cominciamo con l’osservare che, 
in un dominio semplicemente connesso D, la circostanza che l’in- 
tegrale di w(2)dz « da A a P» non dipenda dal cammino d’in- 
tegrazione y, è perfettamente equivalente all’altra che l’inte- 
grale esteso ad una qualsiasi curva chiusa di D sia sempre nullo. 
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Infatti, detti y, e y, due diversi cammini d’integrazione fra A 
e P, che — pel momento — supporremo non intrecciantesi 
fra loro, ed #8 la curva chiusa 
costituita da ‘Y, percorso nel 
verso da A a Pe y. percorso 
nel verso da P ad A, si ha ma- 
nifestamente 


[ee (s& = C») vidi 


” E 


Se invece i due cammini y, e Y: 
sono intrecciati, basterà, per ri- 
dursi al caso precedente, consi- 
derare un terzo cammino vYs, non Fig. 10 
intrecciato nè con y, nè con ya. 

Ciò posto osserviamo che, se 8 è una qualsiasi curva chiusa 
di D ed $ l’area da essa racchiusa, per la (4) e per il lemma 
di Gauss (formule (3)) è 


(9) Pred=d (ude — vdy) +- i (ede + udy) = 
5 Li 8 


=-_(G+ za + i (© 22) ardy, 
3° < 


d \on dy 
ma le funzioni integrande dei due integrali doppi non sono 
altro se non i primi membri delle equazioni di CAUCHY-RIEMANN, 
scritte in modo che i secondi membri vengano nulli, dunque 
abbiamo il seguente, fondamentale: 

TEOREMA DI CAUCHY. — Se la funzione w(2) è analitica e rego- 
lare nel dominio semplicemente connesso D, îl suo integrale esteso 
ad una qualsiasi curva chiusa tutta contenuta in D, è sempre 
nullo. 

Ne segue in particolare, in virtù dell’osservazione più sopra 
fatta, che, per una funzione analitica, ha senso parlare di 
una corrispondente funzione integrale, non dipendendo allora 
l'integrale da A a P dal cammino d'integrazione y pre- 
scelto. 
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Possiamo inoltre facilmente dimostrare che questa funzione 


integrale: 
P 


10) = | oa de 


A 


ottenuta, come si è più sopra accennato, integrando la funzione 
analitica w(z) «tra un punto (fisso) A e un punto (variabile) P 
(cui corrisponda il valore { = È + in della variabile complessa) » 
è una nuova funzione analitica avente come derivata la fun- 
zione w(2). 
Infatti, posto . 
j=o+ib, 


si ha 
P P 


g= | (udr—vdy), y= | rd + udy), 
d d 


donde seguono le formule 


en, Peo, Bo, Lau, 
> U, în CA E v > 
che, tenendo presenti le (3) del Capitolo precedente, dimostrano 


l’asserto. Ne 
Si vede poi immediatamente che tutte le possibili primitive 


della funzione w, cioè tutte le possibili funzioni analitiche aventi 
per derivata %w, sono comprese nell’espressione 


1+0, 


dove C denota una costante arbitraria, espressione che chiame- 
remo integrale indefinito di w. 

Infatti una runzione go + if» avente per derivata lo zero, 
cioè tale che sia 


Do _ So _ Mo dat edo _ 0, 
E Mm 0% 


è necessariamente una costante. 
Finalmente osserviamo che nei precedenti ragionamenti non 
ci siamo direttamente avvalsi dell’analiticità della funzione w(2), 


Ù 
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ma solo della sua continuità e del fatto che il suo inteerale 
dipendeva soltanto dagli estremi del cammino dl'intessazione 
Pertanto anche sotto queste ultime, nieno (almeno în ap + 
renza) restrittive ipotesi, si può concludere che la i 
dente funzione integrale /({) è analitica, e che per di più si ha 
f3)=w(t). 

Ma, come si vedrà nel $ 5, la derivata di una funzione anali- 
tica è ancora una funzione analitica; dunque al teorema di 
CAUCHY può associarsi il seguente teorema inverso: 

TEOREMA DI MORERA. — Se l'integrale di una funzione con- 


ti i 
inua 10(2) eataso ad una curva chiusa qualsiasi è sempre nullo 
la funzione è analitica. i 


$ 3. - Integrazione in domini pluriconnessi. 
Teorema dei residui. 


Nel paragrafo precedente abbiamo più volte ripetuto che il 
dominio in cri si svolgevano le nostre considerazioni doveva 
supporsi semplicemente connesso, trattandosi di circostanza es- 
senziale per la validità dei teoremi indicati. Invero, basta con 
siderare la funzione semplicissima 

_l 
wai Pi , 
evidentemente regolarmente analitica in egni dominio esclu- 
ARIA È 
dente l’origine, per esempio nella corona circolare 


1<|zj<2, 


per accorgersi come il teorema di CAUCHY possa cadere in di- 
fetto se il dominio D è pluriconnesso. Difatti integrando w 
lungo un cerchio |] = cost = p, contenuto in detta corona 
CIEGOIAFO (con l’ausilio delle coordinate polari p e 0) si trova 
subito che essendo ivi 

z= pi(cos 0 + è sin 0) 
e, conseguenteniente, 


de = po(— sin 0 + i cos 0) d0 = izd0 
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viene: 
2r 
Pda = [id = 276, 
0 


si ha cioè un risultato non nullo, nonostante che ii cammino 
d'integrazione sia chiuso e tutto interno ad un’area (non 
semplicemente connessa) in cui la funzione è analitica è re- 
golare. 

Ura, sia nella teoria sia nelle applicazioni, casi come jl pre- 
cedente sono frequentissimi; è cioè frequentissimo il caso in 
cui debba considerarsi una funzione analitica w regolare in 
un’area, meno in certi punti «singolari », che saranno per noi 
i punti della frontiera del (vero) campo di analitività di w. Sup- 
pusto cioè che la funzione — analitica nel campo C — non sia 
prolungabile al di fuori di questo, ossia che non esista una fun- 
zione w* — analitica in un campo C*, più ampio di € — ridu- 
centesi a w in C; diremo «punti singolari » di w i punti della 
frontiera di 0. 

Come può estendersi il teorema di CAUucHY ad una funzione 
dotata di certi punti singolari isolati 20, 213---, malgrado che, 
soppressi che siano gl’intorni dei punti in discorso, il dominio 
di regolare analiticità non risulta più semplicemente connesso? 

A tale quesito può darsi una risposta del tutto soddisfa- 
cente cominciando con l’osservare che se, nel dominio (sempli- 
cemente connesso) che si considera, la funzione #(z) è sempre 
regolarmente analitica, tranne in un unico punto ze; l'integrale 
di w lungo una curva chiusa # comprendente 2, nel suo interno 
potrà benissimo esser diverso da zero, anzi così sarà in gene- 
rale, ma non muterà cambiando la curva 8; purchè, beninteso, 2 
resti sempre nell’interno e la vecchia e la nuova curva ven- 
gano descritte (ciascuna una volta sola) in versi concordi, cioè 
deducibili l’uno dall’altro con una variazione continua della 
figura. 

Infatti, se 8, ed s, s0n0 due diverse curve 8, non intrec- 
ciantesi fra loro, avviluppanti il punto % (fig. 11), area anu- 
lare da esse delimitata potrà manifestamente rendersi sempli- 
cemente connessa, tagliandola lungo una curva t, che unisca un 
punto A, di s, con un punto A, di 8, senza mai uscire dall’ac- 
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cennato anello. Ne segue che, a patto di considerare la curva 1 
come doppia, cioè di percorrerla due volte (in versi contrari) 
allorchè sia da percorrere l’intero contorno (che diremo y) del- 
l’arca tagliata, potremo applicare a questa 
ultima l’ordinario teorema di CAUCHY, 
ottenendo: 


P w(e) de + frota)de-- w(2)dz + 


Adi 


+ fw(a)ae= P w(2)da= 0; 


dA, 


Fig. 11 


z 


ma i due integrali estesi a f si distruggono a vicenda, quindi resta 


P w(2) de = P w(2)d2, 


CH 
come volevasi dimostrare. 

Se invece le curve s, ed s, avessero dei punti comuni, si 
procederebbe come nel $ 2, cioè si farebbe intervenire una 
terza curva s, dell’anello la quale non abbia punti comuni nè 
con 8) Nè con sy. 

Il teorema ora stabilito mostra come, ad ogni punto singo- 
lare isolato 4, di una funzione analitica w(2), corrisponda un 
numero complesso ben determinato: il valore dell’integrale di 
w(2) lungo una curva chiusa (da pensarsi percorsa una sola 
volta in un verso detertninato, per esempio in quello dianzi defi- 
nito come verso positivo) comprendente 2, nel suo interno. Tale 
numero, o per meglio dire il suo quoziente per 27i (sì da farlo 
venire 1 nel caso della runziune 1/2) lo diremo residue della 
funzione w(z) nel punto 4, porremo cioè, indicandolo con É;: 


uo 
(7) Ro = gi D we) de 


dove s è una qualsiasi curva chiusa avviluppante 4 (ma non 
altri eventuali punti singolari della funzione) da immaginarsi 
percorsa una sola volta in verso positivo. Per esempio può sup- 
porsi.che s sia un cerchietto, di raggio sufficientemente piccolo, 
col centro in 2. È 


F. TRICOMI -— Funzioni analitiche. 3 
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Ciò premesso, tornando a supporre, come in principio, che 
nell’area, peraltro semplicemente connessa che si considera, la 
funzione w(2) sia analitica-regolare tranne in un numero finito di 
punti 20, Za Zare è facile ottenere la desiderata estensione del 
teorema fondamentale di CAU- 
cHY, sotto forma del seguente: 

TEOREMA DEI RESIDUI. -— 
L’iniegrale esteso ad una gene- 
rica curva chiusa s (percorsa una 
sola volta, nel verso positivo) di 
una funzione w(2) che, nel domi- 
nio semplicemente connesso che si 
considera sia analitica-regolare 
tranne in un numero finito di 
punti « singolari » 20, %y 4: 
è uguale al prodotto di 2xi per 
la somma dei residui dei punti 
singolari che cadono entro 8. 
L'espressione curva chiusa « generica», è da intendersi nel sengo 
che essa non deve passare per alcuno dei punti singolari. 

Infatti, supposto per esempio che nell’interno di s cadono 
i tre punti singolari 24, 21 € 2a (coi rispettivi residui R,, Rie Ra), 
eliminati questi mediante tre cerchietti 89, #1 € 83 (fig. 12), non 
aventi punti in comune nè fra loro nè con s, in virtù del teo- 
rema di CaucHY applicato al contorno dell’area residua, resa 
semplicemente connessa mediante i tre tagli to, t1 € #2; avremo, 
non tenuto conto dei 6 contributi dei tagli che si distruggono 


due a due: 


forse fp ode Pra dd = 0; 


ma i tre ultimi integrali sono uguali, a meno del fattore 2ri, 
quindi avremo in definitiva 


209 


Fig. 12 


ai tre residui R,, Re Ra, 


P wdz = 2ri(R, + E + Ba); 


8 


come volevasi dimostrare. 
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Il teorema dei residui ha molta importanza anche dal punto 
di vista applicativo, costituendo esso uno dei mezzi più potenti 
che si abbiano a disposizione pel calcolo diretto di integrali 
definiti. 


$ 4. - Un teorema per il calcolo dei residui 
e una sua applicazione. 


Per ben comprendere la portata dell’ultima osservazione 
occorre tener presente che il residuo di una funzione in un 
suo punto singolare 2,, pur essendo da noi stato definito me- 
diante l'integrale (7), di fatto può spesso calcolarsi senz’alcun 
diretto intervento d’integrali, epperò il teorema dei residui fa 
ben di più che ridurre il caleolo di un certo integrale a quello 
di certi altri, come a prima vista potrebbe sembrare. 

Riservandoci d’indicare più avanti (Cap. III, $ 3, in fine) 
un metodo generale pel calcolo dei residui, provvisoriamente 
ci sarà molto utile il seguente teorema: 

Se la funzione analitica f(z), regolare nell’intorno del punto 2 
tranne per 2 = 2 (1) è tale che esiste ed è finito il limite di 
(2— 20)f(2) per 2 + 24; il limite in parola coincide col residuo 
della funzione nel punto 20. 

Infatti, detto R il limite in quistione e introdotta una fun- 
zione (2) tale che risulti 


(8) a) = +92), 


Chant 7) 
cioè 

(e— co)f(2) = R + (#— 20)p(2) ; 
osserviamo anzitutto che, indicato con e un numero positivo 


piccolo a piacere, potrà certo determinarsi un intorno D del 
punto 2, tale che in esso sia sempre 


(9) le 2) -R|=|G—-a)o@|<e. 


(3) Se la funzione fosse regolare anche in 4, non è che il teorema 
cesserebbe di valere (esso continuerebbe invece a valere fornendo zero 
come valore del residuo) ma non avrebbe più aleun interesse. 
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Ciò premesso andiamo a calcolare il residuo R* della funzione 
g(z) nel punto 2, in base alla definizione (7), servendoci, com'è 
in nostra facoltà, di un cerchietto y (di centro %) tutto com- 
preso in D come curva d’integrazione. Avremo così che, 


cioè che 


Za 


R*=- 3 | @—20)p(2)d0, 


0 


avendo osservato che, come subito si constata con un calcolo 
perfettamente analogo 2 quello svolto a p. 31, detto 0 l’argo- 
mento di “— 2, sul cerchietto y (come su ogni altro cerchio 
col centro in 2), è 


(10) de = ile — 2) dd. 


Prendiamo ora, nell’ultima espressione di R*, i moduli di ambo 
i membri; servendoci (lel teorema sul modulo di un integrale 
e della (9), constateremo così che 


Da 


et] [|le— 2) d0<e, 


ma e è un numero positivo piccolo a piacere, dunque dev'essere 
necessariamente £* = 0. 

Per giungere al teorema enunciato non vi è ora che da osser- 
vare ulteriormente che il residuo di una somma di più funzioni 
è manifestamente uguale alla somma dei residui degli addendi. 
Invero, essendosi più sopra dimostrato che il residuo K* della 
funzione @(2) in 2 è nullo, dalla (8) discende senz'altro che 
il residuo di f(2) in 4 coincide con quello di R/(:— ) che, 
in virtù di quanto si è visto a p. 32, è uguale ad ft. 

Utilizzando il teorema ora dimostrato possiamo facilmente 
calcolare col metodo dei residui l'integrale definito 
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dove n denota un intero qualsiasi, senza passare attraverso il 
corrispondente integrale indefinito che, se n è un po’ grande, 
è tutt’altro che semplice a determinarsi. 

All’uopo consideriamo la funzione analitica (razionale) 


far 


che sull’asse reale si riduce alla nostra funzione integranda. 
Questa tunzione ha come punti singolari tutti (e soli) gli zeri 
del denominatore, cioè le 2n radici d’ordine 2n dell’unità nega- 
tiva che, come si sa dall’Algebra, sono i 2n punti del cerchio 
di raggio unitario col centro nell’origine 0 del piano 2, aventi 
come argomenti le quantità 


n n 2r TT. 27 Tide 27 
= 5° 5423: 1 3a + (20-17 


che, diversamente scritte, assumono l’aspetto 


n 
2n' 


ud n n 
da’ 3 ye NEIZE (in 1). 
Ne segue che, se si indica con 2, il primo di questi punti, cioè 
si pone 
i 


tua PE 
Za = 083% + i sin Da 


i successivi punti singolari potranno rappresentarsi con le suc 
cessive potenze dispari di 2,, cioè potrà asserirsi che i punti 
singolari di f(z) sono tutti e soli i punti 


Rx = Gi, (k = 0, 1, 2,....,2R—- 1). 


di cui quelli relativi ai valori 0, 1, 2,...., a-—1 di % cadono 
nel semipiano superiore, cioè nel semipiano W(2) > 0. 

Ciò premesso, per preparare il terreno per l'applicazione del 
teorema dei residui, cerchiamo di calcolare il residuo R, di f(2) 
in 2, con l’ausilio del teorema precedente, cioè determinando 
il limite per 2 +2, del prodotto (2 — zx)f(2), che nel caso at- 
tuale assume l’aspetto 


a 
l +e 
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All’uopo converrà far uso della regola di L’Hosprrar che for- 
nisce 

3 1 1 
R,= lim gigi " Fogpi 


Fini 
Li 


donde, moltiplicando e dividendo per %, considerato che 
sg = — 1, si ha 


(11) Rig 


Siamo ora in grado di applicare alla funzione {(2) il teo- 
rema dei residui, scegliendo come cammino di integrazione sul 


ly 


Fig. 13 


piano 2 la curva chiusa segnata nella fig. 13 (che si rife- 
risce al caso n = 5), cioè il segmento — 0, © dell’asse reale 
(essendo © un numero reale maggiore di 1) più il semicerchio lo 
di centro 0 e raggio w contenuto nel semipiano superiore. 
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Avremo così, tenuto conto della (11), che 


donde, per la ben nota formula sulla somma dei primi n ter- 
mini di una progressione geometrica, segue che 


w 
f da +f. de __mi, 1--e" ni 2% _ 2ri 
JI +28 dra n°°1-2 ni 27 na 83)7 
Lera DA 
cioè 3 
sa de F 
SI 4a 7! 1+ 8 nsin(1/2n)’ 
lo ; 


@ 
avendo osservato che 


n PONI n n sin TC se n 
— 251 = 0; n — (e _ in ) 
Ze — Ro 0857 + è sì n 0837 ssin> 2i sin E 


Finalmente andiamo a vedere che succede facendo tendere « 
all’infinito: Dico che l'integrale esteso a Y,, tende a zero. 
Infatti su y,, è 
| an + 1|>|a|]n—1=@8"-1 


donde, tenendo conto della (10) (nel caso 2, = 0), segue 


f le] pa __ TO, 
<I {TP PS) gii = gli} 
ò ò 


j__de 
ital 
7, 


@ 


ma per n>1 è ovviamente 


lim mt =0, 


+00 


quindi sarà a più forte ragione 
de 


1 +8 


lim f =0 
+00 lo 


Se ne conclude, al limite, che sussiste l’elegante formula 


(e.e) 
da n 
(12) I =f; gin " nsin (1/20) | 


—_00 
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$ 5. - Formula integrale di Cauchy e sue prime conseguenze. 


Dal teorema di CAUCHY 0, più esattamente, dal teorema dei 
residui segue subito una formula fondamentale, anch'essa do- 
vuta a Caucmy, che fornisce, sotto forma assai semplice, il 
valore in un qualsiasi punto interno 4, di una funzione w=f(2) 
analitica-regolare (*) in un dominio semplicemente connesso Cc 
(contorno incluso), dati che siano i soli valori di f(2) sul con- 
torno c del dominio; propriamente dico che si ha 


(13) H(#) = ai P de da 


supposto che, nell’integrazione, la curva c venga descritta in 
verso positivo. 

Infatti, considerato che la funzione 
Lo 


z—-% 


pla) = 


è analitica-regolare in tutto il dominio C tranne nel punto 2, 
tutto si riduce a dimostrare che il suo residuo F nel punto 4 
è uguale ad f(,), ciò che è un'immediata conseguenza del teu- 
rema del $ precedente, in quanto è evidentemente 


lim (2— 2)p(2) = lim f(2) = f(20). 
2>2% Za 
La formula di CAUCHY (13) è della più alta importanza da 
svariati punti di vista, ma sopratutto per la circostanza che 
essa ci fornisce un’espressione della funzione } in cui la varia- 
bile effettiva (che nella (13) è la 2) figura soltanto nella fun- 


(*) D'ora innanzi, come già qualche volta nelle pagine precedenti, 
useremo spesso le locuzioni: funzione «analitica-regolare », funzione 
«regolarmente analitica », ecc. (invece di funzione « analitica », senza 
altro), quando vorremo esplicitamente escludere la presenza di punti 


singolari. 
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zione esplicita, semplicissima 1/(2 —,)), com’ancor meglio si 
vede riscrivendo la (13) sotto la forma 


(14) 


cioè cambiando 2, e < rispettivamente in 2 e t. Pertanto molte 
proprietà di una generica funzione analitica f potranno, per 
mezzo della formula di CAUCHY, ricavarsi dalle analoghe pro- 
prietà della funzione semplicissima 1/(t — 2). Per esempio, dalla 
circostanza che detta funzione, per 2 +f, è ovviamente deriva- 
bile quante volte si vuole, possiamo subito dedurre il fondamen- 
tale teorema cui si è accennato nel $ 3 del Cap. I, e cioè V’inde- 
finita derivabilità di ogni funzione analitica, ciò che in partico- 
lare implica che la derivata di una funzione analitica è ancora 
una funzione analitica. 

La proprietà in discorso sarebbe anzi di per sè evidente 
ammettendo che il noto teorema di derivazione sotto il segno 
resti valido anche nel campo complesso, come effettivamente 
è e non sarebbe difficile dimostrare. Invero, supponendo che 2 
vari in un’area qualsiasi, purchè tutta interna a c (onde evitare 
che possa risultar mai t = 2), avremmo allora senz'altro: 


re nsa Poz Aes € ; ua 


_ 1 è «Ce t 
2ri P fù) d: (ta) tdi Qri Pal in di Ù 


e, più generalmente, 


tn) TO) 
azz Dead |, (n= 1,2,3,.). 


ci Ù 


(15) 


Comunque si può evitare ogni impiego di teoremi generali 
calcolando direttamente le successive derivate mediante i cor- 
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rispondenti rapporti incrementali. Invero dalla (14) segue sen- 
altro che 


fa +h_ fa _ _! VIE ESTRO! A 
ì rapa og) foa= 


e 
a È sa 
— 2ri D (1-2 h)(6— 2) di 


e 


donde, aggiungendo e togliendo dall'ultima funzione integranda 
la quantità 


e passando poi al limite per h 0, si trae subito 


fa) = limle+ ara n P HU) 
_ Bri - Pia 


ho>0 


Similmente si trova che 


(2) = fat i — fa _1:2 ft) 
f"() ui: " 2ri Par (t—- 29 di, ece. 
c 


Con lo stesso metodo e con non minore semplicità dimo- 
streremo più innanzi un’ulteriore fondamentale proprietà delle 
funzioni analitiche regolari, e cioè la loro sviluppabilità, senza 
eccezioni di sorta, in serie di TAYLOR. 

Notiamo che se f*(t) è una qualsiasi funzione continua dei 


punti di c, la formula 
1 f*(1) 
ri o») tz de 
; 


definisce manifestamente, nell’interno di e (contorno escluso), 
una funzione analitica regolare di 2 le cui derivate sono date 
da una formula perfettamente analoga alla (15). Non è però 
detto, anzi in generale non è vero, che i valor limiti della fun- 
zione avvicinandosi al contorno debbano coincidere coi corri- 


spondenti valori di f*. 
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$ 6. - La formula di Cauchy dal punto di vista reale: 
Teorema di Green. 


Nell'ultima parte del $ 3 del Cap. I, discorrendo dei legami 
fra le funzioni analitiche di una variabile complessa e le fun- 
zioni armoniche, si è accennato al fatto che ogni proprietà 
delie prime deve ripercuotersi in una proprietà delle seconde, 
e viceversa. Ritornando ora in quest’ordine d’idee, cerchiamo 
d’interpretare la formula di CAUcHY dal punto di vista reale, 
cioè di stabilire la formula ad essa corrispondente nel campo 
delle funzioni armoniche. 

Tale formula è il cosidetto feorema di GREEN (1): 


1 -{ {dlog1 1 ì 
06) ela) = PET 1087 7), 
e 


che permette di calcolare il valore di una funzione armonica 
@(£, y) in un qualsiasi punto P,, di coordinate x, Yo; interno 
ad un dominio di armonicità C della funzione, noti i valori di 
questa e quelli cella sua derivata normale (interna) dp/dn sulla 
frontiera e del dominio € (*). Nella precedente formula r de- 
nota la distanza di P, dal generico punto P, di coordinate 2, y, 
che percorre la curva ce durante l'integrazione. 

' Per dimostrare l'equivalenza fra la (16) e la formula di 
CAUCHY (14), cioè per far vedere come dalla (16), applicata 
tanto alla parte reale u: 


Ù 1 dlog1 1 du 
06) ateo) = zz P (PE rog) 1), 


e 


(1) V. p. es. F. "RICOMI: Lesioni di Analisi Matemutica (6* ed., Pa- 
dova, Cedam, 1947), P. II, pp. 310-314. 

(3) Molto più interessante sarebbe poter determinare ì valori interni 
di @ noti soltanto i suoi valori al contorno (e non pure quelli della deri- 
vata normale), cioè risolvere il cosidetto problema di DIRICHLET, ma ciò 
è, in generale, tutt'altro che facile! 

Ad ogni modo è ormai acquisito che, sotto ipotesi pochissimo restrit- 
tive per il dominio 0 ed i valori deposti sulla sua frontiera, il problema 
di DrricaLeT ha una ed una sola soluzione. 
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quanto alla parte immaginaria v di f(2): 


” 1 dlog 1/r 1 dv 
{a CE ET. logi. 
(16) (20, %) = 33 e) ( sa v_log; sl ds, 


e 


possa facilmente dedursi la (14); è opportuno cominciare con 
l'osservare in via generale che, dette v e v' due qualsiasi dire- 
zioni orientate formanti fra loro l’angolo + 7/2, cioè due di- 
rezioni ortogonali tali che l’angolo (v, v') sia direttamente con- 
gruente all’angolo (a, y) degli assi coordinati, dalle condizioni 
di monogeneità (2) si deduce inmediatamente che, fra le deri- 
vate di u e v secondo le direzioni considerate, intervengono le 
relazioni 


(17) SiR de 


che, se v coincide con la direzione dell’asse x positivo, ridanno 
le (2). 

Così pure è opportuno osservare preliminarmente che la de- 
rivata secondo una direzione qualsiasi v della distanza r fra 
un punto fisso P, e un punto mobile P e dell’angolo 0 che la 
retta P,P forma con una direzione fissa qualsiasi, sono dati {?) 
dalle formule 


da 
dv 


(18) d _ cos (PP), 


di 
i = sin (PoP,v). 


Ciò premesso, detta s la direzione positivu della tangente 
alla curva c in P, cioè la direzione tale che, detta n lu dire- 
zione della normale interna, risulti ang (8, n) = + r/2, avva- 
liamoci delle (17) per sostituire alle derivate normali di « e v 
che figurano nelle (16') e (16'') delle derivate tangenziali se- 
condo s; teniamo cioè conto che, per le (17), è 


du de dv _ du 


dn © ds’ da — ds’ 


(!) Per ottenere le (18) non c’è che da osservare che, dando a P 
uno spostamento infinitesimo d’ampiezza € nella direzione v, a meno 
‘infinitesimi d'ordine superiore rispetto ad e, si ha 


Ar = e cos (P,P, v), rA09 = e sin (PP, v). 
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e sommiamo quindi la (16') con la (16’) moltiplicata per i; 
avremo così che 


fa = LP ded, 10 + 1061 (#28) da, 


ni 
avendo posto x + iy, = 2, ® + îy =t. Ma, con un’integra- 
zione per parti, si vede subito che è 


P log! = «di a si s = [logi a u- 


na D Sen aida a dis do 
e analogamente per v; quindi la precedente formula può anche 
seriversi 


1a=L PE 


È 


a SE Ur d Log Ur 


“H0) — (_ iu) ds 


cioè 


18) = D (CES MEI (040. 


Osserviamo ora ulteriormènte che, detto « l’angolo che la 
retta P,P fa con la direzione tangenziale s, per le (18) si ha, 
da un lato, che 


a log 1/r 1 dr cos o 
“ast TU rdstt ” 
a 9) bi r 
dlogl/r ___eos(a+"/2) _sina, 
dn ul r n! 


mentre, d’altro lato, potendosi ovviamente porre 
t=24+r(cos9 + isin0), 
dove 0 denota l'angolo che l’asse # positivo forma con la 
rtta P.P, si ha che 
di = d[r(cos 0 + i sin 0)) = 
= i (cos 0 + i sin 0) + r (sin 0 + i cos of 0 a= 


= [cus « (cos 9+ i sin 0) + sin a(-- sin 9.+ è cos B)}/de= 


(cos 9 + è sin 0)(cos a + i sin a)ds, 
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donde segue immediatamente che 


di 
" (cos 0 + is 0Xcos a + î sin a) * 


Finalmente sostituiamo i valori ora trovati nell’ultima espres- 
sione ottenuta di f(2); avremo così 


1 È sing — $C080 _l _ 
1) => P TFT (cos 0 + isin Q)(cos a + i sin a) ia 


e 


ciuè 


1 fina 
K9) 7 Pri r(cos 9 + isin 0)” 


È 


che, essendo r(cos 8 +- è sin 9) —=t— 2, non è altro che la for- 
mula di CAucRY (14). 

Resta così dimostrato che la formula di CAUCRY è l’equi- 
valente, nel campo complesso, del teorema ci GREEN per le 
funzioni armoniche. Se invece i precedenti calcoli si eseguono 
a ritroso, il che è senz'altro possibile, le considerazioni prece- 
denti forniscono una nuova dimostrazione del teorema di GREEN, 
diversa da quelle con cui esso viene solitamente stabilito. 

Ricordando che, se g è nna funzione armoniea in un do- 
minio C di frontiera c, si ha (*) che 


(20) P w ds = 0, 


(1) Il modo più semplice per ottenere la (20) è di partire dall’equa- 
zione di LAPLACE scritta sotto la forma 


È a+ la) =° 


ed integrare duplicemente nel dominio C, applicando poi il lemma di 
Gauss (p. 22); si trova così subito che 


dr d dy i, dA de 
SFLETOT Pa siii 
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dal teorema di GREEN si può ricavare subito una capitale pro- 
prietà delle funzioni armoniche, di cui vedremo subito l’impor- 
tanza nella teoria delle funzioni analitiche: il cosidetto principio 
della media, e cioè che: 

Il valore assunto da una funzione armonica nel centro di un 
cerchio, coincide col valor medio della funzione sulla periferia del 
cerchio stesso. 

Infatti, nell’ipotesi che la curva c della (16) sia un cerchio 
di un qualsiasi raggio a col centro nel punto P,, visto che sulla 
periferia di questo cerchio si ha r = 4 e che inoltre, in virtù 
della seconda delle (19), ivi è pure 


dlog 1/r _sinn/2_1, 


do © r a’ 


la (16) assume la forma 


2ra 


1 
Q(%0 Yo) = ole, nale pira, 
ui e 


donde per la (20) segue che 


(21) P(%0, Yo) = 3 Ple, y)de, 


e 


formula che, considerato che 2ra è la lunghezza di una circon- 
ferenza di raggio a, esprime appunto l’enunciato principio della 
media. 

Dal principio della media segue in particolare che le funzioni 
armoniche sono sempre estremate al contorno, ossia che tanto il 
massimo quanto il minimo'di una funzione armonica in un’area 
devono necessariamente cadere sul contorno di essa. 

Infatti, se per esempio il minimo cadesse in un punto in- 
terno P, si potrebbe allora costruire un cerchietto C' col centro 
in P sulla periferia del quale i valori della funzione siano sempre 
maggiori del valore in P (o, in parte, uguali a quel valore), 
ciò che è in contradizione col fatto che la media di questi valori 
dev'essere uguale al valore della funzione in P, ammenocchè essa 
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non sia costante in tutto il cerchietto C, epperò anche (*) in 
tutto il campo di armonicità. 

Notiamo intine come dall’ultima proposizione discenda ir- 
mediatamente l'unicità della soluzione nel problema di Di- 
RICHLET. Infatti, se esistessero due diverse funzioni armoni- 
che u, ed u, assumenti gli stessi valori sul contorno di un’area, 
la loro differenza u — «, ch'è pure una funzione armonica, 
dovendo essere estremata al contorno, avrà tanto il minimo 
quanto il massimo uguali a zero; ciò che mostra come, in tutta 
l’area, debba esser sempre %,== 2. 


$ 7. - Principio della media e teorema di Liouville. 


Le proprietà delle funzioni armoniche più sopra indicate si 
rispecchiano ovviamente in analoghe proprietà delle funzioni 
analitiche. In particolare ciò si dica per il principio della media 
{21), chè, applicando questa formula tanto alla parte reale 
quanto alla parte immaginaria © di una qualsiasi funzione ana- 
litica (2) considerata su di una circonferenza di raggio a, col 
centro nel punto 2 = x + îy, si ha 
2a 
| f[(® + a cos g) + i(u + a sin o)] dp» 

CU 
avendo osservato che, al variare di o da 0 a 27, il punto di 
coordinate (2 + a cos g, Y + 4 sing) percorre la eirconferenza 
considerata e che ds = ad9. In parole: Il valore di una fun- 
zione analitica in un punto è uguale alla media dei valuri da essa 
assunti su di un cerchio avente quel punto come centro. 

i Quanto al teorema sui massimi e minimi, esso si mantiene 
per il modulo; propriamente si ha che: 

Il modulo di una funzione f(z) analitica-regolare in un do- 
minio D, raggiunge il suo massimo sul contorno dell’area. Lo 
stesso si dica pel minimo, se nell’area è sempre f(2) #0. 


ì 


(22) fc) = 


(3) Si può invero dimostrare che se una funzione armonica in un 
certo campo A resta costante in un dominio costituente una parte di A, 
essa è certamente costante in tutto A. Cir. W. F. 0. 6ooD, [10], I, p. 693. 


RITTER eee e 
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Infatti, supposto senz'altro escluso il caso che il modulo 
di f(2) si mantenga costante, caso in cui il teorema diventa tri- 
viale (!); supponiamo che, se possibile, il massimo M di | f(2)| 
si raggiunga in un punto 2, = x + iy, interno a D, e costru- 
iamoci un cerchietto di centro P e raggio sufficientemente pic- 
colo a, tale che sulla sua periferia sia | f(2)|< M, senza però 
escludere che, su una parte di essa, possa invece aversi 
| f()| = M. Dalla (22) (in cui sia posto 2 = 23) potremo allora 
trarre che: 


2a 
M = | fa) |<53 {fl + ac089)+ ivo + a sin gd < M; 
ò 
ma ciò è assurdo, quindi ecc. Quanto, alla proposizione rela- 
tiva al minimo del modulo, essa si riconduce immediatamente 
alla precedente considerando la funzione 1/f(z), ciò che è cer- 
tamente lecito se nel dominio D è sempre f(2) #0. 

A proposito del modulo di una funzione analitica-regolare 
in un’area notiamo ulteriormente che dalla formula di CAUCHY 
e dalla (5) del $ 1, si può trarre un’importantissima limitazione 
di esso, noto che sia un valor maggiorante dei suoi valori sul 
contorno e dell’area, civè un numero .M tale che ivi sia sempre 


|{A)|[< IM. 


Infatti, detta è la minima distanza del punto interno 2 che 
si considera dai punti del contorno c, su di questo si ha ov- 
viamente 


[fa | _M 
ii S 8 
donde, per la (14) e la (5), segue 
ML 
(23) Malco 


avendo indicato con L la lunghezza della curva c. 


(3) Può del resto facilmente dimostrarsi che se il modulo di una 
funzione analitica si mantiene costante in un dominio, anche la fun- 
zione è costante in quel dominio, e quindi (nota a pagina 37) in tutto 
il suo campo di analiticità. Cfr. HURWITZ-COURANT [7], p. 300. 


F. TricoMi - Funzioni analitiche. 
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Quello che più conta è però che col metodo indicato si 
riesce, noto che sia M, non solo a maggiorare il modulo di f(2) 
bensì anche quelli delle derivate di qualsivoglia ordine di f(z). 
Invero, sostituendo la (14) con la (15), si trova, tal quale come 
più sopra 


24) RISE lenti 


Indnt? 

In particolare, se la curva c è un cerchio di raggio r col 
centro in 2, si ha 
(n = 0,1, 2,....) 


1 
(25) ai, 
L'ultima disuguaglianza consente di dimostrare con la più 
grande facilità una delle più interessanti proposizioni dell’in- 
tera teoria delle funzioni analitiche, e cioè il seguente: 
TEOREMA DI LIouvILLE. - Se_una. funzione analitica è rego- 
lare e limitata nell’intero piano, essa è necessariamente una costante. 
"Infatti, se indichiamo con M un confine superiore di |H2)}| 
nell'intero piano, dalla (25) nel caso di n = 1, si trae 


Ira <$, 


qualunque sia r. Ma ciò mostra evidentemente che è f'(2)= 0 


qualunque sia 2, dunque (cfr. $ 2) f(2) è necessariamente una 


costante. 


CaPIToLO III. 


Sviluppi in serie. 


$ 1. - Sulle serie di funzioni nel campo complesso. 


Notoriamente la teoria delle serie si estende senz’alcuna dif- 
ficoltà al campo complesso; in particolare questo avviene pe: 
concetto di serie uniformemente convergente chè, tal quale come 
nel campo reale, una serie di funzioni analitiche: 


fc) = ua) + wa(2) +... 


verrà detta uniformemente convergente nel dominio D del piano 
complesso se, dato un numero positivo e piccolo a piacere, può 
sempre determinarsi un indice », tale che, per ogni n > # € 
qualunque sia 2 în D, sia sempre 


n 
|fa-Zu(a)|<e. 
h=1 

Ne segue senz'altro che la somma di una serie siffatta è ne- 
cessariamente una funzione continua, che l'integrale della serie è 
uguale alla serie degli integrali, ecc.; noi non ci soffermeremo 
pertanto su queste quasi ovvie generalizzazioni. Merita invece 
la pena di soffermarsi un momento su di un altro teorema. 
dovuto (come molti altri di questa teoria) al WEIERSTRASS, 
che, pur non presentando alcuna difficoltà, non ha però un 
immediato riscontro nelle serie di funzioni di variabili reali: 

Se le funzioni uc), us(0),.... sono regolarmente analitiche nel 
dominio semplicemente connesso D del piano complesso, contorno 
compreso, e se, su questo, la serie 


(1) U,(2) + Ug(2) +. 
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converge uniformemente, essa convergerà pure uniformemente, in 
tutto D e la sua somma costituisce ivi una funzione analitica-rego- 
lare {(2), le cui derivate di qualsivoglia ordine possono calcolarsi 
derivando termine a termine la serie. 

La convergenza uniforme della serie anche nell’interno di D 
segue immediatamente dal fatto che, pel teorema sui massimi 
e minimi del modulo di una funzione analitica, il massimo mo- 
dulo della somma 


Un41(2) + intal) + + Un+ p(2) 


viene raggiunto, qualunque sia l’intero p, sul contorno e di D. 
Per dimostrare invece che la funzione-soruma f(z) è anali- 

tica e che le sue derivate possono calcolarsi con la derivazione 
termine a termine, cominciamo con l’osservare che anche la 
serie 

ui(t) | tia(0) 

“per + aa +e 
è, al pari della data, uniformemente convergente Bu c, è quindi 
integrabile termine a termine, ossia tale da aversi 
cf Sl de V 
lim resp di = P =; di, 
é è 


n-+ 00 


avendo indicato con $, la somma dei primi » termini della (1). 
Ne segue. applicando anzitutto la formula di CaucHy alla 
funzione ovviamente analitica $,(2): 


' 1 Sn(t) 
Sn) = 57 p ad 


n 


e passando poi al limite per n + co, che sussiste la formula 
1 HO) 
12) => 37 d adi 
e 


ciò che, per l’osservazione in fine del $ 5 del Cap. TI, basta per 
concludere che la funzione f(:) è analitica nell’interno di D. 
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Analogamente, partendo invece dalla serie, pure uniforme- 
mente convergente, 
(1) alt) 
dani + qaogna + 


dove m denota un ii intero positivo, si constata che 


tm) SO n _ Sal 
Î9° (2) = (55 iP (fami dt ur Pai (= gra di 


= lim SE (2) — ul! (2) + uf (2) +... 
n+00 
ciò che mostra come le derivate di tutti gli ordini di f(z) pos- 
sano calcolarsi derivando termine a termine la serie (1). 


$ 2. - Serie di potenze. 


Fra le serie di funzioni hanno, come nel eampo reale, ma 
qui anche più accentuatamente, speciale importanza le serie di 
potenze, cioè le serie del tipo 


(2) a +az+ a? + ...., 


dove 4y; 4, d2,.... (« coefficienti » della serie) sono delle costanti 
reali o complesse qualsiasi. 

Una delle più semplici e più importanti proprietà di queste 
serie è che il loro campo di convergenza è sempre un cerchio 
col centro nell’origine, il cui raggio può anche raggiungere i 
valori estremi 0 ed co. 

Precisamente dico che, data una serie del tipo (2), esiste sempre 
un numero positivo p (0<p< oc), che dicesi raggio di conver- 
genza della serie, tale che essa risulti sempre convergente (anzi 
assolutamente convergente) per ogni 2 in modulo minore di e, 
mentre non è mai convergente per | zj> p (!). Dico inoltre che 


(*) Quanto al comportamento della serie sulla circonferenza | j=g 
che limita il cerchio di convergenza, esso differisce da caso a caso, e 
ci sono tanto esempi di serie di potenze convergenti sull’intera ciroon- 
ferenza limite (p. es. la serie Z e"/n*), quanto di serie ivi mai conver- 
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la serie stessa converge unifurmemente in ogni dominio tutto con- 


tenuto nel cerchio | 2|< p. 
Questo fondamentale teorema può stabilirsi, con un unico 


Fig. 14 


ragionamento, assieme con l’altro che permette di determinare 


il numero p, e cioè col seguente: 
TEOREMA DI CAUCHY-HADAMARD. — Il raggio di convergenza 


della serie di potenze Za," coincide con Vinverso del « massimo 


limite » della successione 
3 n 
(3) bad Vial, Viale Mieli 


coll’intesa che se questo massimo limite, cioè il massimo dell’in- 
sieme dei punti limiti della successione, risulta nulle, il raggio di 
convergenza è da ritenersì infinito, cioè la serie è dovunque con- 


vergente. 


vergenti (p. es. Z 2"). Tuttavia vedremo più avanti (p. 61) che sulla 
circonferenza in parola cade sempre un punto singolare almeno della 
funzione definita dalla serie. 
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Infatti, detto L il massimo limite di cui si discorre (che, pel 
moniento, supporremo non nullo) e 2, un qualsiasi punto del 
piano complesso tale che sia 


1 
le[<7: 


indichiamo con r un numero tale da aversi | 2|<r<1/L e 
osserviamo che, essendo in conseguenza 1/r> L, solo un nu- 
mero finito di elementi della successione (3) potranno risultare 
maggiori di 1/r, epperò esisterà certamente un intero n tale 
che per n > #, Sia sempre 


5 1 
JRE 
V|art<.. 
. r 


Ne segue che per n> %, sarà 


aszj= (Via, ]-jatye < (1), 


ma la serie 


essendo una serie geometrica con ragione compresa fra 0 ed 1, è 
certo convergente; dunque a fortiori convergerà la serie X | an& ! 
che, per n >, ammette la precedente come maggiorante. 


Se invece è 
pal 
|2}> FALL 


essendo allora 1/|z,|< L, esisteranno infiniti valori dell’ in- 
dice n: diciamoli n,, +, #3,.... tali da far sì che sia 


e, conseguententente, 


1 
Lane i> za lol =1; 


è pertanto impossibile che sia 


lim|a,%|=0, 
n+ 00 
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come sarebbe necessario se la nostra serie fosse convergente 
nel punto 2. 

Abbiamo così dimostrato che (supposto ZL > 0) la serie data 
è convergente, anzi assolutamente convergente, per | z| < 1/L 
e non convergente invece se è |z,| > 1/L, dunque il suo campo 
di convergenza è il cerchio col centro nelV’origine di raggio 
p= 1/L. 

Quanto alla convergenza uniforme della serie in ogni do- 
minio D tutto compreso nel cerchio di convergenza |zi<p, 
essa è una conseguenza immediata del teorema di WEIERSTRASS 
sulla uniforme (ed assoluta) convergenza di una serie di fun- 
zioni ammettente una maggiorante a termini costanti conver- 
gente (1). 

Invero, detto =, un qualsiasi punto tale che si abbia 


A<i%|<p; 


avendo indicato con A il massimo di | 2| nel dominio D; in 
tutto D è ovviamente 


jane] <|an86], 


epperò la serie (2) ammette come maggiorante la serie a ter- 
mini costanti 
Za], 


ch’è certo convergente, perchè per ipotesi è !2,|< p. 
Finalmente, se fosse Z = 0, cioè se la successione (3) avesse 
come suo unico punto limite lo zero, il che accade allora e solo 


allora che è 
lim Vla,|=0, 
n+00 


(1) Questo teorema si trasporta dal campo reale (in cui ordinaria- 
mente lo si dimostra) al campo complesso senz'alcuna difficoltà, cicè 
con Ja solita sostituzione delle parcle: valore assoluto, con la parola: 


modulo. 
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detto 2, un punto qualsiasi del piano, n un numero positivo 
minore di 1/|4,| ed », un intero tale che per n > # sia sempre 


DI 


f dà 
V|a<a; 


si avrà 


an |< {az}, 


il che, tenuto conto che è n|%|]<1, mostra come la serie 
data sia convergente in 4,; dunque, nel caso in esame, questa 
è dapertutto convergente. 

Dal teorema di CAUCHY-HADAMARD può subito dedursi il 
seguente corollario che è quello più di frequente adoperato 
nella pratica: 

Se, almeno da un cerio n in poi, è an +0 ed esiste il 


lim lanl 
n-+00} Ga+1 


esso è il raggio di convergenza della serie X anz". 
Infatti, se si indica con X il limite precedente, si ha allora 
notoriamente (CESARO [4], p. 100) che 


” 1 
lim V| an] = 3: 
n-00 


Per esempio, si vede così immediatamente che le tre serie 


hanno come raggi di convergenza rispettivamente 1, co e 0. 

Dal teorema di CAUCHY-HADAMARD segue inoltre che la serie 
ottenuta derivando termine a termine una serie di potenze ha lo 
stesso raggio di convergenza della primitiva, e quindi che deri- 
vando (o integrando) termine a termine la serie quante volte si 
vuole, si otterranno tante serie di potenze tutte dotate del me- 
desimo raggio di convergenza. 
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Infatti, essendo notoriamente (?) 


n 
limVa=1, 
n= 00 

'e due successioni 


3 n 
parli Vial, Vial, Vial o 


n 
lai, VZfasl, Va; VR|an];, 


di cui la seconda si riferisce alla serie derivata scritta sotto la 
forma 


1 
i Zna,e, 


hanno manifestamente gli stessi punti limiti (?). 

Se ne conclude che una serie di potenze definisce, nell'interno 
del proprio cerchio di convergenza, una funzione analitica regolare, 
derivabile (o integrabile) termine a termine quante volte si vuole. 


$ 3. - Sviluppo in serie di Taylor e di Laurent. 


Ci siamo soffermati un po’ lungamente sulle serie di potenze 
perchè queste, come si è già accennato, occupano un posto di 
primo piano nella teoria delle funzioni di variabile complessa, 
che anzi da qualche autore (WEIERSTRASS) viene addirittura 


(1) Si ha invero che 


eni ®- _.._ logn 
log lim y/n = limlog/n=lim <2- = 0, 
n+c0 na co na 00 n 
(3) È invero ben facile persuadersi che, se due successioni 4,, A,, 
A,,... © B,, B., B3,... sono tali che lim A4,/B,= 1 (cioè sono tali che 
Ax Bn), ogni punto limite della prima è pure punto limite della se- 
ronda, e viceversa. 


SVILUPPI IN SERIE 59 


fondata sullo studio delle serie di potenze. Invero sussiste il 
fatto, di fondamentale importanza, che la classe delle funzioni 
rappresentabili mediante serie di potenze coincide sostanzialmente 
con quella delle funzioni analitiche nel nostro senso, cioè delle fun- 
zioni dotate di derivata unica. Propriamente sussiste il seguente: 

TEOREMA DI SVILUPPABILITÀ IN SERIE, — Se dl cerchio C 
di ceniro 2, è compreso in un’area C' in cui la funzione f(2) 
è regolarmente analitica, questa 
è rappresentabile entro il cer- 
chio mediante la serie di potenze 
di 2 — 2: 


che, per analogia con la locu- 
zione usata nel campo reale, chia- 
meremo «serie di Taylor» della Fig. 15 

funzione j nel punto zo. 

(Questo bellissimo teorema, tanto più semplice del suo ana- 
logo nel campo reale, si dimostra assai facilmente come si è 
già avuto occasione di accennare, e cioè « riconducendo » la fun- 
zione f alla funzione semplicissima 1/({t — 2) mediante la for- 
mula di CaucHY. Precisamente osserviamo da un lato che si 
ha identicamente 


e dall’altro che, per la nota formula relativa alla somma di 
una serie geometrica, finchè è 


a—- 2% 
eri <l1, 


cioè è |t-a]>!#— |], si ha 
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Ne segue che, detto e’ il contorno di €’, per 2 interno al cer- 
chio C (contorno escluso) in virtù della formula di CAUCHY, 
potrà porsi: 
tO) 1 1_ Sea 
"Bri a Pe aa sm Vi aL (= | fo at 


0 


donde, integrando termine a termine e tenendo couto della (10) 
del Cap. II, segue senz'altro la (4): 


0) 
1=Z ea P n ER a 


se) 2ri #20 


Questo fondamentale teorema chiarisce bene, fra l’altro, 
l’intimo significato, inafferrabile nel campo reale, del raggio di 
convergenza r della serie di TAyLOR di una funzione f in un 
punto 2,: esso non è altro che la minima distanza di x, dai punti 
singolari della funzione. 

All’uopo cominciamo col dimostrare che, detto $ l’estremo 
inferiore delle distanze dei punti singolari della îunzione da 2), 
è necessariamente 3 = r. 

Infatti, se fosse 3 > r potremmo costruire l’area l’ di cui 
si discorre nel teurema precedente in modo che in essa fosse 
contenuto un cerchio C col centro in 2, di raggio maggiore di r, 
mentr'invece, se fosse 3 < r, almeno un punto singolare do- 
vrebbe cadere nell’interno del cerchio di convergenza, contra- 
riamente a quanto si è stabilito nel paragrafo precedente. 

Ciò premesso, vogliamo fare ulteriormente vedere che è non 
è soltanto l’estremo inferiore delle distanze dei punti singolari 
da 2, bensì il loro minimo, cioè che, come si è già accennato, 
sulla periferia del cerchio di convergenza di una serie di potenze, 
deve cader sempre almeno un punto singolare della funzione da 
essa definita. 

Infatti, se i punti della periferia y del cerchio di conver- 
genza fossero tutti punti di regolarità della funzione f(2), detto & 
uno qualsiasi di essi, la-funzione sarebbe sviluppabile in'una 
serie di potenze di 2 — % convergente entro un certo cerohio C 
col centro nel punto %, il cui raggio (non nullo) vogliamo indi- 
care con r({). Tenuto conto che, come si è già dimostrato, r(%) 
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può identificarsi con l’estremo inferiore delle distanze dei punti 
singolari di f(e) da %; è evidente che r(t) è una funzione con- 
tinua di % 0, se così si preferisce, dell’arco della circonferenza Y 
su cui % può muoversi. Ma, per un noto teorema dovuto a 
WEIEESTRASS, ogni funzione continua raggiunge tanto il suo 
estremo inferiore (che perciò diventa un minimo) quanto il suo 
estremo superiore (massimo); dunque l'estremo inferiore y di 
r(%) su y, dovendo coincidere col valore di r(%) in un certo 
punto %, di y, sarà certo maggiore di zero. 

Ne segue che, al variare di %, i cerchi di convergenza C 
ricoprono almeno tutta la corona circolare compresa fra y e 
la circonferenza concentrica y' di raggio r 4- n; epperò la fun- 
zione f(2) è regolare anche dentro y!, ciò che, per il teorema di 
sviluppabilità, implica che il suo sviluppo in serie di potenze 
di :— 2, dovrebbe avere come raggio di convergenza almeno 
r + n, mentre si è supposto che tale raggio sia r. Nascendo 
la contradizione dall'aver supposto che tutti i punti di y fos- 
sero regolari per la funzione {(2), se ne conclude che fra essi 
trovasi almeno un punto singolare della funzione stessa. 

Vogliamo infine notare esplicitamente che lo sviluppo di 
Taylor è unico, cioè che, se una funzione f(2) è sviluppabile, in 
un intorno del punto 4, mediante una serie di potenze del tipo 


(5) f(2) = o + are — 29) + da(2 — 20)? +... 

questa è necessariamente quella di TAYLOR, cioè è di 
(n) 

(6) a, = f ito) i 


Infatti, essendo le serie di potenze derivabili termine a ter- 
mine quante volte si vuole, dalla (5) può trarsi 


poa= nta, + sel  aalecat E + all @res(2—- 20)? +. 


donde, ponendo 2 = 2, segue la (6). 

Ciò posto, considerato che la serie di TAYLOR è ovviamente 
lo strumento più acconcio per lo studio di una funzione anali- 
tica nell'intorno di un suo punto di regolarità, cerchiamo di 
procurarci uno strumento analogo per lo studio di una fun- 
zione {(2) nell’intorno di un suo punto singolare isolato z,. Al- 
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l’uopo serve assai bene lo sviluppo di Laurent, che ci consente 
di rappresentare una funzione analitica /(z) regolare nell’in- 
torno di 4, tranne (eventualmente) nel punto 2, mediante una 
serie di potenze, positive e negative di 2 —z,. Propriamente 
sussiste il seguente: 

A DI LAURENT. — Se la corona circolare (ci, c3) di 
i compresa in un dominio anulare (c;', cy) in cui 
la funzione {(2) è regolarmente analitica, questa è rappresentabile 
entro la corona mediante la serie 
di potenze positive e negative 
di 2— zo: 


+00 
(7) | {@) = Za,e— x)" 


i cui cocfficienti sono dati dalla 
formula 


dI Add 
"Bri ea)! 
e 


(8) a, 


Fig. 16 dove e denota una qualsiasi curva 

chiusa, avviluppante 2, dell’area 

anulare, da intendersi percorsa una sola volta nel verso positivo. 
Per esempio potrebbe essere e = c,, oppure c = c;', ece. 

Infatti, procedendo in un modo perfettamente analogo a 

quello seguito nella dimostrazione del teorema di TAYLOR, osser- 
viamo anzitutto che, per ia formula di CAUCHAY, si ha 


PR: 10) 1 HO) 
Ya) Pira pra, 
ci & 


supposto che il contorno interno cy’ venga percorso non già nel 
verso positivo che gli competerebbe quale contorno (parziale) 
dell’area anulare (cy, cy), bensì nel verso opposto, cioè con- 
corde con quello cui con si deve immaginar percorso c.’. Osser- 
viamo inoltre che, tal quale come nel caso precedente, si ha 


1 t bag 
3ri P ca di = Lasz— 4)" 
“ 


n=0 
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avendo posto 
HO) 
cinPata razza ( = 0, 1,2,....), 


Quanto all’integrale esteso a c;, avendosi identicamente 


ti 1 1 


Ft) 


2—--% 


considerato inoltre che sul cerchio cs è certo 


t- | 
na) St 
e quindi pure 
1 pere 
iz = x t ar 
1- 740 mao 
Z— Za 


accanto alla formula precedente avremo l’altra analoga: 


1 0) 1 CA 
-hP, 2" t7 glia 
ca Ca 
S 1 
= RO ; 
Pe saio ri Pd (t_ @)"i(t) dt 


© 


che, cambiando —-(m + 1) in n, assume l’aspetto 


21 Io) Fix) (0) 
d P ateany, iP ella dt. 
n 


Di 


Non vi è ora che da sommare i due risultati ottenuti e da osser- 
vare che, tanto l’integrale che dà a, quanto l’ultimo scritto, 
possono venire estesi entrambi a c,' o entrambi a cy’ 0, più 
generalmente, alla curva c di cui si parla nell’enunciato, per 
avere la formula 

—00 


(7°) fa) = La, a)" + Zan(e— 29)", 
as=0 n=-1 
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dove 4, è dato dalla formula (8) tanto se n è positivo quanto 

se esso è negativo o nullo; formula che non differisce dalla (7) 

che per l’impiego di due simboli di sommatoria invece di uno solo. 
Notiamo che anche lo sviluppo di LAURENT è unico. 
All’uopo cominciamo con l’osservare che l'integrale 


= d (a — 20)dz, 


dove c è la stessa curva di più sopra ed m un intero qualsiasi 
(positivo, negativo o nullo) è sempre zero, tranne nel caso 
m = — 1, nel quale vale invece 2ri, 

Infatti, supposto (com’è lecito) che la curva c sia un cer- 
chio col centro in 2, di un certo raggio r e praticata la sosti- 
tuzione 

2 = zo + r(cos0 + i sin 0) 


che (formula (10) del Cap. II) implica 


dz = ile — 2)d0, 


2a Za 
In=if (2— 2)9+148 = irm+1| [cos (m-- 1)0+ i sin (m+ 1)0]d8 
o i 


donde segue subito 


} ni {sin (m+ 1)0— i cos (m 4 1)0]0"=0, (m+—1) 
(9) In= 
los, ment 


Ciò premesso supponiamo che la funzione f ammetta un 
altro sviluppo della forma (7) ma coi coefficienti dr; dalla 
uguaglianza 

[ee] 
LD (a, — an) 2)" = 0, 
na — 00 
dividendo per (a — 2)t* e integrando poi termine 2 termine. 
(cosa certo lecita a causa della uniforme convergenza delle 
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serie di potenze) lungo la curva e di prima, tenuto conto del 
precedente risultato relativo all’integrale In, segue subito che 


a, a, = 0; 


contrariamente all’ipotesi che i due sviluppi siano distinti. 

Notiamo inoltre, benchè la cosa sia quasi superflua, che se 
la funzione f(2) è regolare anche in 2, gli integrali figuranti nel 
secondo sommatorio della (7’) vanno tutti a zero e lo sviluppo 
di LAURENT si riduce a quello di TAYLOR. 

Finalmente vogliamo osservare che dalla (9), integrando 
la (7) termine a termine, segue immediatamente che il residuo 
della funzione {(z) nel punto singolare zo, coincide col coeffi- 
ciente u-, del suo sviluppo di LAURENT. 

Quest’importante risultato, ch'è quello su cui generalmente 
ci 8° appoggia per calcolare i residui, contiene come caso parti- 
colare il teorema provvisorio del $ 4 del Cap. II. 

Infatti, se i coefficienti delle potenze negative nello svi- 
lupp» di LAURENT della funzione f(2) intorno al punto 2,, sono 
tutti nulli eccetto a-,, si ha evidentemente 

co 
(e — 20)f(2) = X ana — co)"t1+ a_i 
n=0 
e quindi 
lin (2 — 20)f(2) == a; = residuo. 
Z->59 * 
Se invece anche uno solo dei coefficienti delle potenze negative 
oltre a-, è diverso da zero, il limite di (2— 2,)f(2) per 2 +% 
non è finito e il teor. del Cap. IT non è applicabile. 

Basta questo a far comprendere l'importanza del progresso 

ora realizzato in confronto del Cap. II. 


$ 4. - Zeri e punti di livello di una funzione analitica. 

Con gli sviluppi di TayLOR e di LAURENT ci siamo creati, 
come dianzi si diceva, gli strumenti adatti per lo studio locale 
di una funzione analitica f nell'intorno sia di un punto di rego- 


larità sia di un punto singolare isolato, 


F. TRICOMI — Funzioni analitiche. i 
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Cominciando dal primo caso, osserviamo anzitutto che, in 
virtù della formula di TAYLOR, se è f(2,) = 0, cioè se 2, è, come 
suol dirsi, uno zero della funzione, potrà porsi 


f(2) = (2-- 20)9(2) è 


dove 


ga = fe e 


è una nuova funzione, anch'essa regolare in 2,. Più general. 
mente, se in 2, si ha 


f(2a)= f (#0) = fa fra) = 0. (20) +0 (1 


nel qual caso il punto zo si dirà uno zero di ordine n della îun- 


zione, si avrà 
(10) f(2) = (a — 20)"9*(2) 


con g*() funzione regolare e non nulla nel punto 2%: € vice- 
versa. Dunque uno zero di ordine » della funzione (n- 1, 2.....) 
può tanto definirsi come un punto 2, in cui la funzic! e si an 
prime n— 1 derivate, quanto come 


nulla assieme con le sue 
diviene infinitesimo d’or- 


un punto tale che per 2 > 2 [fa] 
dine n rispetto a |a 2el. 

Quel che più conta non è però 1 
bensì l’altra che gli zeri, siano essi semplici o multipli, di una 
1 golare (non identicamente nulla) sono sempre 
ò sempre determinare un intorno di 
funzione non si annulli 


osservazione precedente 


funzione analitica re 
isolati. Dico cioè che si pu 
un punto 2, siffatto, tale che in esso la 
mai fuori di 20. 


(1) È facile vedere che se 2, è, come s'è aupposto, un punto di rego- 
larità della funzione, esiste sempre un # finito tale da aversi 10 (20) +0. 
Infatti, se le derivate di tutti gli ordini della funzione f si annu- 
lassero in %, in qualunque cerchio col centro in 2, la funzione sarebl e 


rappresentata da una serie della forma 
0 +0 (2-2) +0 (2-20 + 


epperò avrebbe sempre valore zero. 
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Infatti basta osservare che, essendo |g*(2,)] > 0, pel teo- 
rema della conservazione del segno, potrà certo determinarsi 
un intorno di questo punto in cui sia sempre |g*(2)|> 0 e 
conseguentemente g*(2) +0 donde, per la (10), segue 


f()#0, (2+2%). 


Più generalmente, sostituendo alla considerazione della fun- 
zione f(2) quella della funzione f(2) — e, dove e è una costante, 
potremo enunciare che: 

L'insieme dei punti « di livello » di una funzione analitica- 
regolare f(2), cioè dei punti in cui la funzione assume un deter- 
minato valore e, non può avere altri punti limiti all'infuori dei 
punti singolari della funzione. 

In particolare ne segue che in ogni dominio (*) di regolarità 
della funzione, non può cadere che un numero finito degli anzi- 
detti punti di livello, altrimenti (*) ci dovrebbe essere almeno 
un punto limite. 

Inoltre: Se due funzioni analitiche regolari f, € fa coincidono 
fra loro in un'area piccola a piacere, 0 su di un pezzetto sia pur 
piccolissimo di una linea, o addirittura soltanto în un numero 
infinito di punti di un dominio, appartenente al loro campo di 
analiticità, esse devono necessariamente essere identiche. 

Invero, se così non fosse, la differenza f1 — f. avrebbe nel 
dominio infiniti zeri senz’essere identicamente nulla. 

Nel seguito avremo più volte agio di apprezzare la capitale 
importanza del teorema con tanta facilità ora stabilito, che, non 
meno di quelli sull’indefinita derivabilità e sulla sviluppabilità 
in serie di TAYLOR, pone in luce la profonda differenza fra la 
teoria delle funzioni analitiche e quella delle funzioni di varia- 
bili reali. 

Notiamo infine, prima di passare allo studio dei punti sin- 
golari, che un punto < == 2, in cui si annulli la derivata prima 
di una funzione w = % + iv, pur non essendo certo un punto 


(3) Qui 6 indispensabile riferirsi proprio ad un dominio di regolarità, 


compresa cioò la frontiera. 
(2) Pel cosi:letto teorema di BoLzano-WererstRAss (cfr. KNoPP [9], 


p. 408 oppure F. Tricomi, Op. cit. a p. 43, P. 1. p. 62). 
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singolare della funzione, si presenta però come singolare nei 
riguardi della rappresentazione grafica di essa mediante le linee 
u = così., v = cost. (cfr. il $ 6 del Cap. I), mancando allora, 
localmente, la conformità della trasformazione fra il piano 2 
e il piano v. 

Infatti, dette rispettivamente p, 0 e a, 9 le coordinate po- 
lari locali di due punti corrispondenti nei due piani, cioè posto 


z— 2 = p(così + isin0), 


w(2) — 1e(2) = c(c08 9 + i sing), 


e suppocto inoltre, per maggiore generalità, che in 2 = 4 non 
si annulli soltanto la derivata prima w' ma che si annullino 
anche le derivate seconda, terza, ecc., fino all'ordine n—1 
(n=2,3,....); dallo sviluppo di TayLoR, che si presenterà qui 
sotto la forma 


(2) = (20) + Cale — 20)% + Catal2 — 20)" + 3 
avremo: 


c(cos9 + isin o) = rxp"[cos (an + n0) + i sin (a, + n0)] + 


+rmz 1094! { 08 [an4i + (2 + 1)0] + i sin [ang 1 + (n +1)]} +, 


avendo indicati con r, e cn, Fn+i € %n+1, 20, moduli e argo- 
menti di ©, C2+1, ecc. Pertanto, nelle immediate vicinanze 
di 2, cioè per g piccolissimo, la trasformazione fra i due piani 


non differirà essenzialmente da quella definita dalle forniule 
o=fp", @ = Un + n9 


che mostrano come due angoli corrispondenti (coi vertici uno 
in 2, l’altro in w(2,)) invece di essere uguali sono l'uno (il se- 
condo) l’n-plo dell’altro. 

La fig. 17 si riferisce al caso particolarmente semplice della 
funzione w = 2, in cui le linee u = cost. e v = cost, sono le 
iperboli equilatere 


a - cost. e ay cos, 


SVILUPPI IN SERIE 69 


delle quali quelle (degenerate nella coppia degli asintoti) che 
passano per l’origine, non si tagliano ivi ad angolo retto. 


Fig. 17 


Se invece, sempre essendo n = 2, 2° ha un coefficiente con 
argomento x,#0, in virtù della relazione 


ga % 


gi 


la figura non cambia essenzialmente ma ruota dell’angolo x3/2 
à 3 
nel verso negativo delle rotazioni. 


$ 5. - Poli e punti singolari essenziali. 


Passando ora allo studio dei punti singolari isolati di una 
funzione analitica f(:), sgombriamo anzitutto il terreno dalle 
cosiddette singolarità eliminabili, cioè da punti isolati che appa 
riscano come singolari a causa del valore assegnato alla fun- 
zione nel punto, nonostante che nell’intorno essa resti limitata 
come per esempio se ne avrebbe uno prendendo una fanzione 
analitica regolare anche nel punto 4, e concedendosi il capriccio 
d’imporre che il valore di f in 2, non debba essere più il primi- 
tivo {(2,) bensì f(a)) + 1. T'ali punti non interrompono la rego- 
rare amaliticità della funzione. Invero, dato che la funzione resta 
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limitata nell’intorno del punto, gl’integrali che forniscono i coef- 
ficienti delle potenze negative nello sviluppo di LAURENT ten- 
dono a zero al restringersi della curva cy' intorno al punto 2, 
e quindi devono essere tutti identicamente nulli; pertanto la 
funzione è rappresentabile mediante un’ordinaria serie di po- 
tenze (solo positive) di z— 2, epperò diventa una funzione 
regolarmente analitica anche in z = 2, non appena si assuma; 
se non è già così, come suo valore in questo punto la quantità: 


If id 
Qari . t—-% 
ci 


Se invece la funzione non resta limitata nell’intorno del 
punto 2 = 4, allora nello sviluppo di LAURENT relativo 2 
questo punto non possono mancare termini con potenze nega- 
tive di :— 2,, e sono da distinguersi due casi, separati da un 
vero abisso, secondochè questi termini sono in numero finito 
o infinito. 

Cominciamo dal primo caso, cioè da quello in cui lo svi- 
luppo di LAURENT contiene soltanto un numero finito di ter- 
mini con potenze negative (che è il caso di gran lunga più 
elementare): 


qa bi da Dm 
(11) la Zaia sat ene” tea! 


(per comodità di scrittura, si sono usate le lettere d,, de,.... 
invece dei primitivi simboli a-,, 4-3,....). Si vede subito che il 
prodotto di f(2) per (2 — 2)" è una funzione analitica regolare 
anche in 2,5 dunque nel caso in esame si ha 


(12) 10) = lago 


con g(2) funzione regolare anche in 2 e non ivi nulla (se, come 
è implicito, si suppone dn +0). 

Ne segue in particolare che la funzione 1/f(2) è regolare 
anche in 2, e che essa presenta ivi uno zero di ordine m. 
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La singolarità in questione viene detta un polo della fun- 
zione, e propriamente un polo d’ordine m, chè, come immedia- 
tamente risulta dalla (12), il modulo di f(2) è un infinito d’or- 
dine m {rispetto a |2— z|) per 2 +. I termini con potenze 


Fig. 18 


negative di 2 — 2, che figurano nella (11), formano la caratte- 
ristica del polo. 

Oltremodo espressivo è l’aspetto del rilievo di una funzione 
(cfr. Cap. I, $ 6) nelle prossimità di un polo: questo si presenta 
come una specie di torrione (infinitamente alto) elevantesi dalla 
superficie Y di Exp. Si confronti all’uopo la nostra fig. 8 in 
cui sono visibili due siffatti torrioni: uno intero e l’altro in 
spaccato. Nella medesima figura si consideri inoltre l’anda- 
mento, pure interessante, della superficie nell’intorno dell’ori- 
gine 0, che è uno zero (semplice) della funzione ivi rappresentata. 

Quanto all’aspetto delle linee « = cost. e v = cost. nell’in- 
torno di un polo (semplice), ne dà un’idea la fig. 18 che si rife- 
risce al caso della funzione semplicissima w = 1/z, in cui le 
curve in parola sono i cerchi rappresentati rispettivamente dalle 
equazioni 


LEE 
Pope fi cost. 


È = cost. e 
+ go ù 
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Come si vede le linee di flusso (v = cost., a tratto pieno 
in figura) passano tutte, al pari delle linee equipotenziali (u = 
= cost.), per il polo, ciò che è da mettersi in relazione col 
fatto che questo è da riguardarsi come una sorgente nel moto 
fluido connesso alla funzione nel senso del $ 5 del Cap. I. 

Invero si consideri all'uopo che, dalle formule del citato 
paragrafo, senz’aleuna applicazione del lemma di Gauss (che 
non sarebbe lecita in presenza di singolarità), segue che il 
flusso F del vettore 


w=ui—vj 


attraverso una qualsiasi curva chiusa y è dato, anche se questa 
abbraccia singolarità, dalla formula 


F= P wxnds — P (ud 098) de --P (v do + udy) 
ta + ì Y 
che, confrontata con la (6) del Cap. II fornisce, 
(13) FG=-1 [fp red] A 
i 


In particolare dunque, se la curva abbraccia un solo punto 
singolare, per esempio un polo, col residuo £, si ha 


F=— W[2riE] 
o, più semplicemente, 
(14) F=-2rRF], 


ciò che, nel caso della funzione w = 1/2, il cui residuo nell’ori- 
gine è 1 (cfr. Cap. II, $ 3), conduce al valor F= — 2r pel 
flusso entrante in una curva circondante il polo. Questo agisce 
dunque come una sorgente di « portata » 2r. 

Notiamo inoltre che un calcolo perfettamente analogo al 
precedente conduce ad una formula simile alla (14) per un altro 
integrale importante, e cioè per la « circuitazione » 0 « intensità 
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vorticosa » € del vettore w lungo una curva y involgente singo- 
larità: 
e = P w Xx dP. 
Y 


Invero si ha 


e- P (ude — 0 dy)= R Ip v del 


donde, supponendo che y involga (per semplicità) un solo punto 
singolare col residuo FR, segue 


(15) e =: — 2r1[R]. 


Gli ultimi risultati ottenuti possono condensarsi in un unico 
enunciato dicendo che un punto singolare isolato della funzione 
w = + iv cui corrisponda il residuo R = R, + iR,, è da ri- 
guardarsi come una sorgente di portata — 2nE, e, nel tempo stesso. 
come un « vortice » d'intensità — 2xR, pel moto fluido di cui w 
è la velocità complessa, cioè pel moto in cui le componenti della 
velocità sono u e —v. ” 

Ad evitare equivoci non bisogna però dimenticare che il 
moto fluido in discorso viene spesse volte associato piuttosto 
alla funzione integrale della w (efr. Cap. I, $ 5) anzichè alla 
funzione w stessa. E così pure non bisogna dimenticare che pos- 
sono benissimo darsi punti singolari isolati che non siano nè 
vortici nè sorgenti, in quanto il residuo R è zero in tutti quei 
casi in cui è a_, = bd, =0 (e solo allora). 

Con ie ultime considerazioni, che non presuppongono in 
alcun modo che il punto singolare che si considera sia un polo, 
siamo scivolati, quasi senza accorgerci, nello studio delle sin- 
golarità isolate non polari di una funzione analitica, cioè di 
quelle in cui lo sviluppo di LAURENT presenta infiniti termini 
con potenze negative. Queste singolarità, che non possono evi- 
dentemente mai incontrarsi fra le funzioni razionali, vengono 
dette essenziali e il loro specifico studio è incomparabilmente 
più difficile dello studio dei poli, così come incomparabilmente 
più complicato è l'andamento della funzione nella loro prossi- 
mità, in confronto di quello in prossimità di un polo. Noi po- 
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tremo pertanto dire qui ben poco al riguardo, ci limiteremo 
anzi, sostanzialmente, a dare il solo enunciato di un celebre 
teorema dovuto al PicARD, cui direttamente o indirettamente 
si riattaccano buona parte delle più recenti ricerche sulla teoria 
delle funzioni di variabile complessa: 

TEOREMA DI PICARD. — I valori di una funzione analitica 
in un intorno, comunque piccolo, di un punto singolare essenziale 
isolato, riempiono l’intero piano complesso eccezion fatta, al più, 
di due punti. 

Per la dimostrazione, non facile, di questo teorema, che può 
risguardarsi come uno dei più belli dell’intera Matematica, ri- 
mandiamo ai trattati citati nell’indice bibliografico (e in parti- 
colare al BIANCHI [2] o all’Hurwirz-CouranT [7]). Invero 
l’unica cosa (ma di assai più modesta portata!)che può qui 
essere rapidamente stabilita al riguardo è (teorema di CASO- 
RATI) che nell'intorno di una singolarità essenziale isolata zo, 
una funzione f(2) deve necessariamente approssimarsi indefinita 
mente a qualunque valore prefissato a (ma non necessariamente 
raggiungerlo). Infatti, se così non fosse, la funzione 


1 
ge) = 7a 


sarebbe limitata e perciò regolare (a patto di determinare op- 
portunamente g(«), cfr. p. 56) nel punto %, il che implica che 

fe) = dt 
potrebbe, al massimo, avere un polo. 

Finalmente osserviamo che lo studio locale di una funzione 
analitica nell’intorno di un suo punto %,, singolare o no, adom- 
brato in questo paragrafo e nel precedente, può agevolmente 
estendersi al punto all’infinito. All’uopo il modo più semplice 
di procedere è di eseguire la trasformazione 


Ci ta , 
con che la funzione data f(2) si muterà in una funzione 9(0) 


della %, di cui dovrà studiarsi il comportamento nell’intorno 
dell'origine: Secondo che g(t) è regolare per % — 0. oppure 
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presenta un polo di un certo ordine wm, ece., diremo che lo 


stesso avviene per la funzione f(z) per 2 = co. 

Notiamo che l’indicata definizione di regolarità per 2 = co 
implica l’annullarsi, almeno di second’ordine, della derivata della 
funzione per 2 + co. E invero, avendosi 


e@= sirena, 


se l’accennata condizione non si verifica g'({) non può conser- 
varsi finita per t+0. 
Notiamo inoltre che una funzione regolare in 2 = co avrà, 
ciò nonostante, un residuo in generale non nullo in quel punto. 
Infatti, potendo una siffatta funzione ovviamente rappre- 
sentarsi mediante una serie della forma: 


13) = +++, 


integrando lungo una curva « cireondante il punto all’infinito », 
cioè, per esempio, lungo un cerchio e di raggio grandissimo col 
centro nell’origine, si avrà, come immediatamente si verifica 
con l’ausilio della (9) in cui si sia posto z, = 0, 


(16) | Reg Ploa--a, 


avendo osservato che il cerchio deve venir percorso in verso 
positivo rispetto all’area esterna, e cioè nel verso ordinariamente 


considerato come negativo. 


$ 6. - Sulla totalità dei punti singolari di una funzione analitica. 
Indicatore logaritmico. 


Lo studio delle singolarità delle funzioni analitiche, di cui 
si è data un’idea nei paragrafi precedenti, non costituisce una 
curiosità d'interesse meramente matematico, bensì un’indero- 
gabile necessità. E invero, anche a prescindere dalla circostanza 
che, all’infuori delle costanti, non esistono funzioni prive di sin- 
golarità almeno polari (teorema di LiovviLLE, Cap. II, $ 6), si 


76 CAPITOLO TERZO 


constata che le più importanti proprietà di una funzione ana- 
litica possono mettersi in relazione, spesso semplice, con le sue 
singolarità; e così pure le più salienti caratteristiche dei feno- 
meni fisici (elettrici, aerodinamici, ecc.) che ad essa possono 
connettersi. È stato quindi giustamente detto di una funzione: 
« dimmi le tue singolarità e ti dirò chi sei ». [B. FINZI: Sulla teoria 
del volo, Rend. Semin. Mat.-Fis. Milano, 7 (1933), p. 126]. 

Fra l’altro, è proprio in base alle singolarità che si procede 
alla pur necessaria classificazione delle funzioni analitiche. 

All’uopo occorre anzitutto distinguere due grandi classi se- 
condo che esistono o non esistono punti singolari essenziali. 
Cominciando dal 2° caso, è facile dimostrare che: 
razionale. 

Infatti, osserviamo in primo luogo che non possono esservi 
infiniti poli, chè altrimenti questi ammetterebbero almeno un 
punto limite (al finito o all’infinito) il quale, non potendo essere 
nè un punto di regolarità nè un polo (perchè negli intorni di 
questi la funzione è regolare) dovrebbe essere una singolarità 
essenziale. Vi sarà dunque solo un numero finito di poli 2,, 
£3;...., 2 le cui rispettive caratteristiche, cioè le somme dei ter- 
mini con potenze negative dei rispettivi sviluppi. di LAURENT, 
indicheremo con B;(2), B.(2),...., B,(2). Ciò posto, non resta che 
a considerare la somma C(z) di queste caratteristiche, che è 
evidentemente una funzione razionale di 2, per giungere al 
teorema. Invero la funzione f(2) — C(2), non avendo nè poli nè 
singolarità essenziali, non può esser altro se non una costante. 

Osserviamo inoltre che la funzione razionale f(2) è in parti- 
colare intera, cioè è un polinomio (di un certo grado n), allora 
e solo allora che i suoi poli sono tutti raccolti all'infinito, cioè 
quando presenta, come sua unica singolarità, un polo (d’or- 
dine n) nel punto 2 = c0. 

Passando ora alle funzioni w = f(2) dotate di singolarità es- 
senziali, osserviamo anzitutto che esse sono tutte trascendenti 
nel senso che non possono mai essere algebriche, cioè definibili 
mediante equazioni del tipo 


Pe, 2) =0a 
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dove @ denota un polinomio in due variabili. Infatti, come si 
sa dall’Algebra (1), funzioni siffatte o sono razionali, e allora 
non possono aver che poli, o sono polidrome, cioè a più valori, 
e allora non rientrano nelle nostre attuali considerazioni, chè, 
secondo la definizione fondamentale, non ci siamo finora occu- 
pati, nè attualmente ci occupiamo, che di funzioni monddrome. 

Fra le funzioni trascendenti, le più semplici possibili sono 
manifestamente quelle dotate, come unica singolarità, di un 
punto singolare essenziale in 2 = oc. Esse diconsi funzioni è 
tere, e possono risguardarsi come la più naturale estensione dei 
polinomi, essendo rappresentabili nell'intero piano complesso da 
un’unica serie di potenze positive, per esempio da una serie 
della forma 


do + 8 + Ag8* +e 


Infatti il raggio di convergenza di questa serie, dovendo 
coincidere con la minima distanza dei punti singolari della fun- 
zione dall’origine, è necessariamente infinito. 

Subito dopo le funzioni intere 0 olomorfe, come anche si 
dice (?), vengono, in ordine di semplicità, le meromorfe, cioè 
quelle che, oltre ad una singolarità essenziale all’infinito, pre- 
sentanvun numero finito o infinito di poli. Esse possono sempre 
ricondursi al quoziente di due funzioni olomorfe, come vedremo 
nel prossimo Capitolo ($ 6). 

Finalmente si hanno le funzioni con diverse o addirittura 
con infinite singolarità essenziali, che però s'incontrano di rado. 

Riservandoci di tornare nel prossimo Capitolo sulle funzioni 
olomorfe e meromorfe, e specialmente su alcune di esse (tra- 
scendenti elementari), indichiamo qui finalmente qualche sem- 
plice proprietà generale della totalità dei punti singolari di una 
funzione analitica: 

Anzitutto si ha manifestamente che l'insieme di questi punti 
è necessariamente chiuso, cioè contiene i propri punti limiti. 


(*) Cfr., per esempio, F. TRICOMI, Op. cit. a p. 43, P. I., p. 273. 

(2) È tuttavia da osservare che molti AA. adoperano l’espressione: 
funzione olomorfa in un altro senso, e cioè come sinonimo di funzione 
(analitica) regolare. 
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Infatti un punto limite di punti singolari è anch'esso singo- 
lare (1), anzi non può nemmeno essere un polo: deve necessa- 
riamente essere una singolarità essenziale. 

Un'altra proprietà generale, pur quasi di per sè evidente, 
è che: 

La somma dei residui di una funzione analitica dotata di sole 
singolarità isolate è, tenuto conto anche dell'eventuale residuo non 
nullo all'infinito, necessariamente uguale a zero. 

Infatti l’integrale della funzione lungo una curva chiusa 
qualsiasi (non passante per punti singolari), pensata percorsa 
una sola volta nel verso positivo rispetto all’area interna, è nel 
tempo stesso uguale al prodotto di 2rî per la somma dei residui 
dei punti singolari interni, e a quello di — 27i per la somma 
dei residui dei punti singolari esterni e del punto all’infinito. 

Meno immediata è invece una proprietà collegante il numery 
dei poli di una funzione f(2) con quello degli zeri della mede- 
sima, fondata sulla considerazione del cosidetto indicatore loga- 
ritmico (2), e cioè dell’integrale della funzione a 

fa) 
IL) = ol 

All’uopo osserviamo che, se la funzione f(2) nell'intorno del 

punto <= % si pu» mettere sotto la forma 


fe) = (a — 20)"g(2) , 
con m intero qualsiasi (positivo, negativo o nullo) e g(2) fun- 
zione regolare in 2 = 2, e non ivi nulla, si ha successivamente 
PE) = mle — aa) 1g(2) + (2— 20)"g"(2) 


ta = DA) MI 
La) = hi ina 40) 


(1) Ciò che, del resto, discende anche dal fatto generale che la fron- 
tiera di un dominio è sempre un insieme chiuso. 

(3) La ragione del nome è che, come si vedrà nel prossimo Capi. 
tolo ($ 4), L(2) può riguardarsi come la derivata del « Zogaritmo » di f(e). 
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visto che la funzione g’(2)/g(e) è regolare nel purto 2=%. 

Ne segue che il punto 2, è un polo semplice della funzione L 
col residuo m sempre che 4, è uno zero (m>0) o un pol, 
(m< 0) d’ordine | m| della funzione f, ed è invece un punto 
di regolarità di L se 2, non è nè un punto singolare nè uno 
zero della f (m = 0); se ne conclude che: 

Se la curva chiusa y non passa nè per punti singolari nè per 
ceri della funzione analitica f(2) e se per di più entro di essa non 
cadono punti singolari essenziali della funzione, la differenza fra 
la somma degli ordini di molteplicità degli zeri della funzione che 
cadono entro y e quella degli ordini di molteplicità dei poli è uguale 
all’integrale della « derivata logaritmica » L(2) di j(x) lungo Y.(da 
percorrersi una sola volta, in verso positivo) diviso per 2ri. 

In formule, detti m,, m,...., #, le molteplicità degli zeri 
che cadono entro y ed n,, n.,...., #, quelle dei poli, si ha 
(18) di ma 


2ri I fa) 
li 


de == (Mx + 24... 4-20) — (My + ++ a). 


In particolare, se la funzione è priva di singolarità essenziali, 
cioè è razionale, applicando il teorema sulla somma dei residui 
dell’intero piano dopo aver osservato che il residuo di Z(z) nel 
punto all'infinito è zero se questo punto non è nè uno zero 
nè un polo della funzione, si ha che: 

La somma degli ordini di molteplicità degli zeri di una fun- 
zione razionale nell’intero piano complesso è uguale alla somma 
degli ordini di molteplicità dei poli. 

O, più brevemente, convenendo di contare uno zero od un 
polo d’ordine m come m zeri o poli semplici: 

Una funzione razionale ha, nell’intero piano complesso, tanti 
zeri quanti poli. 

Ma un polinomio di grado n è una funzione che ha come 
unica singolarità un polo d’ordine n all’infinito; dunque: 

Un polinomio di grado n ha sempre n e solo n zeri (semplici 
o multipli), cioè un'equazione algebrica di grado n ha sempre n e 
solo n radici (fra semplici e multiple). 

Abbiamo così ritrovato in due righe il non facile teorema fon- 
damentale della teoria delle equazioni algebriche. 
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Da quanto si dirà fra breve (Cap. IV, $ 4) a proposito della 
funzione logaritmica segue immediatamente che 
ta 

STE ae — nogHierti, 10g1@) =tog11t)1+ sang 10). 

ti 
Ammettendo per un momento questo risultato ed indicando con 
[arg f(2)], Vineremento eventualmente subito dall’argomento di 
f(2) allorchè si percorre con continuità (nel verso positivo) una 
certa curva chiusa y, a partire da un certo punto P, in cui la 
determinazione di arg f(2) viene fissata in modo arbitrario; la 
somma a secondo membro della (18) (che indicheremo momenta 
neamente con X) può anche calcolarsi con la più semplice formula 


(18') £ = [arg f(2)],/2x. 
Questo è il cosiddetto principio dell'argomento. 

Notiamo infine che la (18) può generalizzarsi in modo da otte. 
nere, invece che il valore di Y (che può riguardarsi come la diffe- 
renza fra le somme delle X-esime potenze degli zeri della funzione 
e quella dei poli, nel caso di X = 0) più generalmente il valore di 

(miZì + moZi + ...+ myZ}) — (Pi + nyPi +. 4 Pia 
dove X è un intero positivo qualsiasi e Zy, Zy;.... Zaj Pri Paro) 
P, sono rispettivamente gli zeri (coi rispettivi ordini di moltipli- 
cità m,, 7,...., my) e i poli (coi rispettivi ordini di moltiplicità #,, 
%3...+3 ny) della funzione situati nell’interno di una curva chiusa y. 

Sotto le stesse condizioni della (18), si ha invero 
(19) I DIE 242 = (mi 22 +...+ 29) — (0 P +...+ PI) 

2ri He) . 
td 

Infatti basta osservare che nell’intorno di un punto 4, che 
sia uno zero (m > 0) oppure un polo (m< 0) d’ordine | m| della 
funzione (2), in virtù della (17) si ha 
fa), bot @-%)1 

DD gli — pi 
H2) 2-2 


[1 + cole — 20) + ex(2 — 20)? + uej= 


mei 


i- 
= 3 +e + mit + 
o 


z- 
epperò 2, è un polo semplice, col residuo me, della funzione 
che figura sotto integrale nella (19). 


CaritoLO IV. 


Speciali classi di funzioni. 


$ 1. - Idee sull’estensione del campo di definizione di una funzione. 
Prolungamento analitico. 


Con le considerazioni svolte nei Capitoli precedenti ci siamo 
spinti abbastanza innanzi nella conoscenza delle più importanti 
proprietà generali delle funzioni analitiche, e ci siamo costruiti 
gli utensili più necessari per operare su di esse. Ma per fabbri- 
care qualcosa gli utensili soli non bastano, ci vuole anche la 
materia prima; ora, nei riguardi delle funzioni di variabile 
complessa, come stiamo in articolo « materie prime »? 

Basta farsi questa domanda per constatare come, nel mo- 
mento attuale, ci sia poco da stare allegri, chè, all’infuori delle 
funzioni razionali (la cui estensione non ha offerta alcuna diffi- 
coltà), tutte le altre anche le più semplici e familiari dal punto 
di vista reale, non sono senz'altro estendibili al campo complesso. 

Invero, cosa significa, per esempio, il seno di 2 se # è un 
numero complesso? Di per sè certo nulla, chè la ben nota defi- 
nizione del seno mediante il cosiddetto cerchio trigonometrico, 
cade insanabilmente in difetto se 2 non è reale. 

S’impone dunque la necessità di studiare un modo per esten- 
dere al campo complesso le più comuni funzioni, e principal- 
mente le cosiddette trascendenti elementari (esponenziale, loga- 
ritmo, funzioni trigonometriche dirette ed inverse), procurando 
che si conservino, fin quando è possibile, le proprietà di cui 
queste funzioni godono nel campo reale. 

Il procedimento che, si può dire in tutta la Matematica, 
costantemente si segue per estendere una funzione fuori del 
campo in cui primitivamente era stata definita, consiste nel- 
l’attaccarsi a qualche proprietà caratteristica della funzione, che 
conservi significato nel più vasto campo cui si vuol pervenire. 


F. Tri oMI — Funzioni analitiche. 6 


82 CAPITOLO QUARTO 


Per esempio, considerato che il fattoriale di un numero n: 
n!=1-:2-:3-..-(n_1)-n 


che, di per sè, è una funzione definita soltanto nel campo dei 
numeri interi positivi, gode delle proprietà caratteristiche 


ni=n-(n—1)!, 1!=1; 


e che (come agevolmente si vede con una integrazione per parti) 
delle stesse proprietà gode pure l’integrale improprio: 
0 
In= | enim da x 
ti 

sì che, per n intero positivo, è I, = n!; viene del tutto spon- 
taneo, dopo aver constatato che l'integrale 1, non perde di 
significato ancorchè il numero reale n» non sia più un intero 
positivo (basta solo che sia » > — 1), cercare di estendere il 
fattoriale fuori del campo dei numeri interi col porre ivi « per 
definizione» n! = I,. Si perviene così, com'è noto, ad una 
delle più interessanti funzioni dell’Analisi:la funzione« gamma >, 
chè propriamente è 

I,=Tla +1). 

Nel caso che qui particolarmente interessa dell’estensione di 
funzioni speciali (per esempio delle trascendenti clementari) dal 
campo reale al campo complesso, la proprietà cui conviene 
generalmente attaccarsi è la sviluppabilità della funzione (ine- 
diante la formula di TAYLOR) in serie di potenze. Invero una serie 
di potenze, pur che si convergente, conserva un significato ben 
determinato tanto se la variabile è reale quanto se è complessa. 

Per esempio, considerato che la funzione esponenziale e* (3) 
è, nel campo reale, rappresentabile mediante la nota serie, da 
per tutto convergente: 


2 dB, 
e-l+z+f+tptoo 


(3) Come d’abitudine, con e intendiamo designare il numero irra. 


zionale: 
Dn 


e= lim i + 1) = 2,7182818... 


ov 
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vien del tutto spontaneo stabilire che, nel campo complesso, 
sia, per definizione, 


2 3 
(1) el+iz+f5+ft-| 0 


Si presenta però la difficoltà che non sempre capiterà, come 
nell'esempio precedente, una serie da per tutto convergente, 
cioè con raggio di convergenza infinito; sicchè, supposto in 
generale che la serie sia della forma: 


(2) ay + d(2— 20) + @(£ 2 + ei 


la funzione non resterà definita nell’intero piano complesso, 
bensi soltanto in un cerchio ©, di centro 2, e un certo raggio pe. 

Questa difficoltà è stata brillantemente superata dal WEIER- 
sTRASS, che sulle serie di potenze ha voluto fondare addirit- 
tura l’intera teoria delle funzioni di variabile complessa, con 
una idea semplice e geniale nel tempo stesso, e cioè osservando 
che, se la serie (2) viene trasformata ordinandola, invece che 
secondo le potenze di 2 — 2, secondo le potenze di <— 21, 
dove 2, è un punto di 0, diverso da 2%, la nuova serie 


(3) bo + bale 2) + bale ta) +. 


così ottenuta, che non è altro se non lo sviluppo in serie di 
TAYLOR riferito a 2, della funzione 


analitica rappresentata dalla (2), oz 
convergerà in un cerchio Ci, di 
centro 2; e raggio p,, che, in gene- Li 
= 
cd 


rale, uscirà in parte fuori del cer- lai 


chio C,. Essa verrà cioè a prolun- di 


C; 


gare la funzione fuori del suo primi- I 7 
tivo campo di definizione (e propria- T_T 
mente nell’area tratteggiata nella Pig. 19 


(*) Ad evitare erronee interpretazioni sia qui esplicitamente notato 
che, per quanto il procedimento fondato sulle serie di potenze sia solo 
uno dei possibili metodi per l'estensione di speciali funzioni dal campo 
reale al camno complesso; il risultato cui con esso si arriva è necessa 


84 CAPITOLO QUARTO 


fig. 19), chè non vi è dubbio alcuno che le due serie rappresen- 
tino una medesima funzione analitica, dato che i loro valori ne- 
cessariamente coincidono in tutta l’area comune ai due cerchi. 

Non vi è ora che da pensare, invece che ad una sola « de- 
dotta »: la (3), a tutte le analoghe serie deducibili, nel modo 
indicato, direttamente o indirettamente, dall’originario « ele- 
mento analitico » (2), per giungere al concetto di prolungamento 
analitico in tutta la sua generalità e nel tempo stesso, a quello 
di funzione analitica secondo W eierstrass, ampliando così note- 
volmente il concetto di funzione da noi primitivamente adottato. 

Senza insistere sui dettagli, nè soffermarsi sulle difficoltà 
che possono incontrarsi su questa via (di cui la principale sarà 
brevemente discussa nel prossimo paragrafo) limitiamoci ad 
ulteriormente osservare che, col procedimento accennato, si ar- 
riverà in generale a ricoprire tutto il piano complesso mediante 
cerchi di convergenza di serie dedotte, eccezion fatta di alcuni 
speciali punti, che verranno detti anche qui singolari, fra cui 
certamente si trovano quelli designati con tal nome nel Capi- 
tolo precedente. In altre parole, il «campo d'’esistenza » della 
funzione prolungata abbraccerà in generale tutto il piano com- 
plesso meno alcuni speciali punti, in numero finito o infinito, 
che ne costituiscono la frontiera. In casi speciali può però be- 
nissimo accadere che dal campo d’esistenza restino invece escluse 
intere aree (funzioni a spazi lacunari). Per esempio questo ac- 
cade per la funzione definita dalla serie 


ek ant at pertd 


(n numero intero > 1), per cui il campo di esistenza coincide 
col cerchio di convergenza, cioè col cerchio che ha per centro 
l’origine e raggio l’unità. 

Vogliamo finalmente osservare che il metodo di Week- 
stRASS delle serie dedotte non è il solo possibile per prolungare 


riamente quello stesso cui potrebbe per altra via pervenirsi. Infatti due 
funzioni analitiche-regolari assumenti gli stessi valori sull'asse roale (o 
anche solo su un pezzetto di esso 0 di altra curva) sono necessariamente 
identiche, in forza del teorema di cui in principio del $ 4 del Cap. III. 
V. anche più avanti (pp. 85-86). 
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una funzione analitica fuori del campo in cui essa è stata pri” 
mitivamente data. 

Infatti, se in due domini contigui D, e D., cioè aventi una 
parte AB del contorno in comune (vedi fig. 20), sono date due 
certe funzioni analitiche fi(2) e f.(2), assumenti gli stessi valori 
nei punti del pezzo di contorno comune AB, è facile vedere che 
esse, assieme considerate, costituiscono in D, + D, un’unica 
funzione analitica F(), nonostante che le considerazioni 
del $ 4 del Cap. III non siano qui senz’altro applicabili. 

Per dimostrare questo teorema consideriamo una qualsiasi 
curva chiusa e del dominio 
D, + Di. e integriamo lungo 
di essa la funzione F(2) 
osservando anzitutto che, 
se c si svolge tutta in D, 0 
tutta in D., pel teorema di 
CAUCHY è certo 


P F(2)de = U. 


Se invece la curva e si svolge parte in D, e parte in D., 
per esempio se essa, come quella della fig. 20, taglia il con- 
torno comune AB in due certi punti M ed N che la spezzano 
nei due archi e, e c, rispettivamente appartenenti a D, e D 
congiungiamo questi due punti M ed N con due nuovi archi 
di curva Y, € Ya, appartenenti anch'essi rispettivamente a D, 
e D, ma vicinissimi fra loro e all'arco MN del contorno co- 
mune, e osserviamo che è manifestamente 


Drade- 0», 1) de+ PD h(a)da—{ FG) da— [F@) di, 


at Ct n Va 


donde, essendo i primi due integrali del secondo membro en- 
trambi uguali a zero, segue 


_ D F(2)de ni DP0A; 
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Ma, data l’ipotesi fatta sul comportamento delle funzioni f,(2) 
«d fs(2) su AB, la funzione F'() è continua anche attraverso 
questa curva, epperò, considerato altresì che i due archi yi € Ya 
vanno percorsi durante l’integrazione in versi contrari, il se- 
condo membro dell'ultima uguaglianza si potrà rendere nume- 
ricamente tanto piccolo quanto si vuole col prendere gli archi Y, 
e y, sufficientemente vicini fra loro; 
dunque anche nel caso ora in esa- 
me è necessariamente 


Prede = 0. 


Ne segue, pel teorema di MORERA, 
che la funzione F() è analitica in 
tutto il dominio D, + D.. 

In particolare questo teorema 
si può applicare sd una fun- 
zione f(2) definita in un dominio D il cui contorno contenga 
una parte rettilinea AB su cui la funzione assuma valori reali. 

Invero, detto D' il dominio simmetrico di D rispetto alla 
retta AB (vedi fig. 21), se si definisce ivi una funzione he) 
col convenire che il valore di f, in un punto P' di D' sia il 
coniugato del valore di f nel punto P, simmetrico di 7 rispetto 
ad AB, tutte le condizioni volute dal teorema precellente sono 
soddisfatte, epperò {(2) ed fi(2) costituiscono in D + D' una 
unica funzione analitica F(2) (*). 

In ciò consiste la cosidetta riflessione analitica di SCHWARZ 
nel campo delle funzioni di variabile complessa. 


Fig. 21 


(1) Il modo forse più semplice per persuadersi che la funzione f, 
è analitica in 2, è il considerare che fra questo dominio e il « piano f, » 
intercede una trasformazione conforme diretta; in quanto, cosî come D' 
è ottenuto da D mediante una simmetria rispetto alla retta AB, il 
piano f, può pensarsi ottenuto dal piano f con una simmetria rispetto 
all'asse reale. Si passa dunque da 2’ al piano fi con una trasformazione 
conforme diretta (quella intercedente fra il piano 2 e il piano ]) prece- 
Auta e seguita da una simmetria. 
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$ 2. - Cenni sulle funzioni a più valori. 


La difficoltà cui si è fatto più sopra allusione è che la fun- 
zione w = f(2) ottenuta prolungando nel modo di WEIERSTRASS 
una determinata serie di potenze, non è, in generale, ad un sol 
valore, bensì a più valori, cioè associa ad ogni valore di 2 com- 
preso nel suo campo di esistenza, non già uno bensì più (anche 
infiniti) valori di w, sicchè non rientra senz'altro nella classe 


cui si applica la definizione 
fondamentale del Cap. I. 
Infatti. si consideri, @ 
titolo d'esempio, lo schema 
di prolungamento analitico 
indicato nella fig. 22, rela- 
tiva ad una funzione che, 
nella regione che interessa, 
presenta i due soli punti 
singolari A e B. Come si 
vede il cerchio di conver- 
genza (tratteggiato in fi- È 
gura) dell'ottava dedotta, na 
copre di nuovo il centro 2 è e. 
dell’elemento analitico ini- 
ziale, e pertanto questa ot- Fig.22 
tava serie associa a questo 
punto (come a tutti gli altri dell’area comune col primitivo 
cerchio di convergenza) un certo valore w,* di w che, in gene- 
rale, non sarà lo stesso w, che originariamente colà si aveva. 
E se invece che nel modo indicato si ritornasse in 2, per una 
altra strada (per esempio girando intorno ad A e a B, invece 
che intorno ad A soltanto) verrebbe, in generale, un terzo 
valore w,**, e così via. 
Del resto, non è solo il prolungamento analitico che conduce 
a funzioni a più valori, bensì anche altre considerazioni, per 
esempio l’integrazione indefinita di cui si disse nel $ 2 del Cap. II. 
Infatti, se il dominio in cui la funzione integranda f(2) è 
regolarmente analitica non è semplicemente connesso, l’integrale 
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îra due determinati punti A e P di f(:)dz può dipendere dal 
cammino d’integrazione. 

Per esempio, se la funzione f(2) è sempre regolare nell’area 
semplicemente connessa D (tig. 23), meno nel punto singolare 8, 
i suoi integrali fra A e P fatti lungo le due curve y, e Ys diffe- 
riranno visibilmente per 27if, se R è il residuo di {(2) in 8. 
Anzi è facile vedere (considerando che si può andare da A in P 
o senza girare intorno ad $ 
o girandovi intorno 1, 2..... 
volte in verso positivo o in 
verso negativo) che, più ge- 
neralmente, tutti i possibili 
valori in P dell’integrale in 
parola sono dati, fermo re- 
stando A, dalla formula 


ole) + 2hrik, 


dove (2) denota uno qual- 
siasi dei valori dell’integrale 
(per esempio quello relativo 
al cammino vy;) e % un numero intero qualsiasi. In altre pa- 
role, se, nel dominio D, si vuole parlare di una funzione inte- 
grale connessa alla f(z), nonostante che questa presenti ivi il 
punto singolare $, dovrà considerarsi come tale la funzione 
a infiniti valori: 


dg. 3 


(4) p(2) = gole) + 2EriR +C; 


e similmente se, invece di un sol punto singolare $, ve ne sono 
diversi. La quantità 2riR prende il nome di modulo di perio- 
dicità (1) della funzione g(2). 

Più elementarmente ancora, si perviene in genere a funzioni 
a più valori nella risoluzione di equazioni algebriche, cioè 


(1) Taluni autori dicono invece che 2rif è un periodo della fun- 
zione (2); ma è meglio evitare questa locuzione che può dare luogo 
ad equivoci. 
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quando la relazione fra 2 e w è data, sotto forma implicita, me- 
diante un’equazione della forma 


Pw, 2) =0, 


dove D denota un polinomio in due variabili, come già si era 
avuto occasione di osservare nel Capitolo precedente. Queste 
funzioni diconsi algebriche. 

Notiamo infine che se, come in tutti gli esempi precedenti 
accade, la funzione che si considera è tale che partendo da un 
qualsiasi punto 2, del piano complesso con una certa determi- 
nazione w,* di w ed ivi ritornando dopo aver percorso un 0p- 
portuno cammino, possa passarsi con continuità da w,* ad una 
qualsiasi altra determinazione w,** di w in 20; essa viene pre- 
{eribilmente detta, anzichè genericamente funzione «a più va- 
lori », funzione « polidroma ». 

Una delle principali difficoltà che s'incontrano nello studio 
delle funzioni del genere ora accennato, risiede nel fatto che. 
in genere, i loro valori non possono mettersi in corrispondenza 
biunivoca e continua coi punti dell’ordinario piano complesso, 
e ciò neanche limitandosi a considerare una sola delle loro 
« determinazioni » 0, com’anche si dice, dei loro «rami ». 

Per farsi una chiara idea dell’ostacolo da superare, si consi- 
deri l’esempio semplicissimo della funzione algebrica a due 
valori 


(5) w= Vi. 


Sembrerebbe a prima vista che, limitandosi a considerare una 
sola delle due determinazioni della radice quadrata, cioè po- 
nendo per esempio 
w= + Ve(così + i sin i, ’ 

dove p e 0 sono rispettivamente il modulo e l’argomento di 2 
(0<0<2x), venga raggiunto lo scopo di isolare una fun- 
zione w, di tipo ordinario. Un esame un po’ più approfondito 
mostra però subito che, pur essendo i valori di w, in corrispon- 
denza biunivoca coi punti del piano 2, tale corrispondenza non 
è continua nell'intorno dei punti dell’asse reale positivo. 
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Questa grave difficoltà è stata genialmente superata dal 
RIEMANN sostituendo, all’ordinario piano complesso altre su- 
perficie, variabili da caso a caso, i cui punti possano invece 
mettersi in corrispondenza biunivoca e continua con i valori 
della funzione w = f(2) che si considera. (« Superficie di Rie- 
mann » 0, più brevemente, « riemanniana » della funzione). 

Naturalmente, data che sia la funzione f, la sua rieman- 
niana non è per nulla pienamente determinata; essa conserva 
invece ancora una larghissima arbitrarietà, chè, dovendo solo 
soddisfare alla condizione che i suoi punti siano in corrispon- 
denza biunivoca e continua coi valori di f, da un suo qualsiasi 
modello se ne traggono subito quant’altri se ne vogliono, ope- 
rando su di esso arbitrarie trasformazioni topologiche, cioè defor- 
mandolo come si vuole, sotto la sola condizione che la defor- 
mazione sia biunivoca e continua. 

Fra i possibili modelli della riemanniana di una funzione, 
uno dei più semplici si ottiene puramente e semplicemente sup- 
ponendo che l’ordinario piano < sia un piano multiplo, e preci- 
samente formato di tanti « fogli » uguali quanti sono i valori 
della funzione, in modo da poter associare ad ogni punto di 
un determinato foglio uno ed uno solo dei valori della funzione. 
Occorre però, e questa è la sola difficoltà da superare, opportu- 
namente connettere tali fogli fra loro, e cioè stabilire degli op- 
portuni ponti di passaggio dall’uno all’altro, in modo da otte- 
nere che la corrispondenza coi valori della funzione resti con- 
tinua comunque ci si sposti sui fogli così collegati. 

Per esempio, nel caso della funzione (5), tenuto conto che 
le due possibili determinazioni di w: 


w= VG(così + i sin DE wt="Vp (cos ® + n + isinÈ +9) 


2 2 2 


si permutano fra loro allora e solo allora che sì compie un giro 
intorno all'origine O del piano 2, i due fogli qui da conside- 
rarsi potranno connettersi fra loro incrociandoli lungo una linea 
qualsiasi, per esempio una semiretta, che, partendo dall’ori- 
gine O, si allontani indefinitamente. Vedasi all’uopo la fig. 24 
in cui, per necessità grafica, i due fogli, e specie quello supe- 
riore, sono rappresentati solo in parte e alquanto deformati. 
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Non di rado però è più utile considerare la riemanniana di 
una funzione, invece che sotto la forma di un piano a più fogli, 
sotto quella di una super- 
ficie di tipo ordinario (e 
cioè per esempio una sfera, 
un toro, ecc.), ciò che soli- 
tamente si consegue par- 
tendo dal modello a più 
fogli e trasformandolo op- 
portunamente con conti- 
nuità. Vedasi, pei dettagli, 
i trattati già altra volta Fig, 24 


citati, 

Oltre alle singolarità isolate già precedentemente esaminate 
{poli e punti singolari essenziali), per una funzione a più valori 
entrano in considerazione anche singolarità isolate di un terzo 
tipo, eventualmente sovrapposte alle precedenti, e cioè punti 
in cui vengono a coincidere due 0 più determinazioni della fun- 
zione senza che ci sia modo di separarle, cioè in modo tale che, 
girando intorno al punto singolare, l’una si muti nell'altra. 
Punti siffatti diconsi di diramazione, e più propriamente alge- 
brici (di ordine n) se le determinazioni che si permutano fra 
loro sono in numero finito (n + 1), e trascendenti nel caso con- 
trario. Per esempio la funzione w = ve presenta un punto di 
diramazione algebrico del 1° ordine nell’origine e un altro nel 
punto all’infinito. 

Questi nuovi punti singolari potrebbero agevolmente carat- 
terizzarsi mediante il comportamento dei rami della funzione {(2) 
nel loro intorno, deducendone indi come conseguenza che, nel 
caso di un punto algebrico 4 (di ordine m — 1) la funzione 
può agevolmente uniformizzarsi, cioè trasformarsi in una fun- 
zione (localmente) uniforme g(t) mediante la sostituzione 
(6) « att. 

Ai nostri scopi è però sufficiente assumere la possibilità del- 
l’accennata uniformizzazione, addirittura come definizione di 


punto di diramazione algebrico, deducendone così come imme- 
diata conseguenza che, se la funzione uniformizzata 9 è regolare 
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nell’intorno dell’origine, la funzione f o, meglio, quel gruppo 
di sue determinazioni che si permutano fra loro girando intorno 
2 %, sarà rappresentabile, nell'intorno di detto punto, mediante 


1 


una serie di potenze intere positive di (2— 2)", cioè mediante 
una serie della forma 


MO {za talea +al—ataleati. 


Se invece © = 0 è un punto singolare (isolato) della funzione ®. 
allora nello sviluppo (7) si aggiungeranno un numero finito 
(caso del polo) o infinito (caso della singolarità essenziale) d 


potenze negative di @—- a), e il punto 2 = 4, dovrà pen- 
sarsi come proveniente dalla sovrapposizione di un punto di 
diramazione puro e di un polo o di una singolarità essenziale 
della funzione f(£). 

Notiamo infine che i punti di diramazione di cui ora breve- 
mente si è discorso, sono quelli decisivi per la costruzione delle 
superficie di RIEMANN a più fogli a cui precedentemente si è 
accennato. Invero, si constata facilmente che i vari fogli pos- 
sono sempre connettersi fra loro tagliandoli lungo opportune 
linee colleganti i punti di diramazione della funzione. 


$ 8. - La funzione esponenziale. 


Tornando ora alla questione dell’estensione delle trascen- 
denti elementari nel campo complesso secondo le direttive indi- 
cate nel $ 1, cominciamo dallo studio della funzione esponen- 
ciale, cioè, giusto quanto si è accennato, della funzione olo- 
morfa definita, qualunque sia 2, dalla serie: 


(1) 2145 +E+É + 


A tal’uopo osserviamo anzitutto che la formula su cui, nel 
campo reale, si basa tutto il calcolo degli esponenziali, e cioè: 


(8) 


em 


resta ancora vera nel campo complesso. 
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Infatti, supposto per un primo momento che 2, sia reale 9 
dettone a il valore, la circostanza che la (8) sia valida nel campo 
reale ci assicura che la funzione 


(a) = est — ee, 


analitica-regolare nell’intero piano complesso 2,, è sempre nulla 
sull’asse reale del piano medesimo. Ma una funzione analitica 
regolare che sia nulla sull'intero asse reale (o anche solo su un 
segmento piccolo a piacere di questa o di altra linea) è neces- 
sariamente sempre nulla (Cap. III, $ 4), quindi è 9(2,) = 0, 
cioè la (8) vale, per 2, reale, qualunque sia 2, . Finalmente libe- 
riamoci della restrizione che 2, debba essere reale, applicando 
una seconda volta lo stesso ragionamento di cui sopra. Osser- 
viamo cioè che, per quanto si è già dimostrato, comunque sia 
fissato ,, la funzione analitico-regolare 


qu(23) = te ces 


è nulla sull'intero asse reale del piano 2, . Èssa è pertanto nulla 
qualunque sia <., reale o complesso, cioè la (8) è valida incon- 
dizionatamente, qualunque siano 2, e 22 (1). 

Dalla (8) segue in particolare che 


3 prtiv = pP. più 
e eu= e + ef, 


ma, d'altra parte, sostituendo nella serie, si ha 


RS ) ; {4 Fitl..) 


cioè, ricordando i noti sviluppi in serie del seno e del coseno, 


(9) ev c08Y + i sin y ; 


(1) Si richiama l’attenzione sul metodo dimostrativo seguito che è 
manifestamente suscettibile di ampie generalizzazioni ad altri casi. Anzi, 
fondandosi su di esso, potrelibe agevolmente pervenirsi ad un enun- 
ciato, assai generale ma alquanto vago, su cui noi non insisteremo, 
asserente la permanenza (nell’estensione di funzioni dal campo reale 
al complesso e casi simili) delle relazioni esprimibili mediante l’annul. 
larsi di opportune funzioni analitiche. 
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dunque sussiste la formula fondamentale: 


(10) er= e*(cosy + isin y)|, 


che riconduce il calcolo di un esponenziale complesso a quello 
di un’esponenziale reale e di funzioni trigonometriche. 

Dalla formula trovata, che è una delle più interessanti del- 
l’Analisi, possono facilmente trarsi una folla di conseguenze su 
cui passeremo di volo, trattandosi di cose assai semplici e che, 
più o meno, vengono accennate in ogni corso di Calcolo infini- 
tesimale. Propriamente ci limiteremo a ricordare che: 

1°) La funzione esponenziale è una funzione periodica col 
periodo 2ri, e nessun altro. 

Infatti, qualunque sia l’intero %, si ha 


er+zii — e[c0s (Y + 2kr) — isin (y+ 247))] = 
= e(cos y + isiny) = e”, 
D'altra parte, se è en= e cioè e47%== 1, posto 
zi: = E +în, 
deve evidentemente aversi 
e cosn=1, 
il che implica 


E=0, n= 2kn, (X: intero), 


2°) La funzione e non è mai nulla. 
Infatti è 
[e|= Vesz(cos? y + sing) = ef 0. 
3°) Il seno ed il coseno reali sono esprimibili mediante espo- 
nenziali immaginari. 
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Infatti, dalla (9) in cui sia posto y = @ e dalla formula ana- 
loga ottenuta ponendo y = — g, si ottengono, sommando e sot- 
traendo, le celebri formule (di EULER): 


a et 4 e . a 
g= 5 sing = — 


(11) 


Notiamo inoltre che, tal quale come nel campo reale, si ha 


de _ 
= 


(12) 


’ 


come immediatamente si controlla derivando termine a ter- 
mine la serie (1); e che, d’ora innanzi, quando dovremo serivere 
un numero complesso di cui siano dati il modulo p e l’argo- 
mento 6, in virtù della (9) potremo usare la scrittura como- 
dissima: 

pet? 


invece che p(cos 6 + i sin 0) come finora si è fatto. 
Così pure merita osservare esplicitamente che se n è un 
numero intero qualsiasi, si ha 


ermi= cos nr + i sin nn = (— 1)", 


e quindi anche 


estati = (— 1)ner, 


Nella fig. 25 e rappresentata (in proiezione assonometrica) 
una parte della superficie 


t= Re] = et cos y 
e, nel tempo stesso, della superficie 
t= ife] = essiny, 


chè per passare dalla prima alla seconda basta pensare soltanto 
spostata l’origine nel punto (0, — 7/2). Propriamente nella fi- 
gura si sono tracciate alcune delle intersezioni della superficie 
in parola coi piani 0 = cost. (sinusoidi « accorciate » 0 « allun- 
gate ») e coi piani y = cost. (curve logaritmiche), onde mettere 
così bene in luce quella che è forse la più interessante pro- 


Li e i e I E 
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prietà della funzione esponenziale, e cioè il suo duplice carat- 
tere: di funzione monotona sull’asse reale e sulle parallele a 
questo, e di funzione oscillante-sinusoidale sull’asse immagi- 
nario e sulle parallele ad esso. Inoltre la figura, rientrando 


nanifestamente in sè stessa con una traslazione d’ampiezza 2x 
fatta parallelamente all'asse y, rende oltremodo evidente la 
periodicità della funzione col periodo 27. 

La circostanza che la funzione esponenziale ammetta il pe- 
riodo 2ri, implica in particolare che essa assumerà tutti i valori 
di cui è suscettibile (e cioè tutti i numeri complessi eccettuati 0 
e co) in ogni striscia d’ampiezza 27 parallela all'asse x, per esem- 
pio in quella delimitata dalle rette y= +=. Ma tali striscie vanno 
evidentemente ad addensarsi nell'intorno del punto 2 = 00, nel 
senso che in ogni intorno di queste punto ce ne sono quante 
se ne vuole; dunque il punto 2 = co è, com'era facile prevedere 
a priori, una singolarità essenziale della nostra funzione, e per 
di più tale che esistono ambedue i possibili valori eccezionali 
(e sono propriamente 0 e 00) di cui nel teorema di PIcaRD. 

La circostanza che le accennate striscie vadano ad adden- 
sarsi nell’intorno del punto 4 = co, si vede molto bene sulla 
sfera complessa, oppure trasportando il punto % == co al finito, 
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e precisamente nell’origine, col sostituire alla considerazione 
5 1 
della funzione e* quella della funzione e:; ciò che, essendo 


Il n A y 


-=4 gii 
o a+ n? 3 Ly 


geometricamente corrisponde ad assoggettare il piano (, y) 2d 
una trasformazione per raggi vettori reciproci di centro of è 


potenza 1, seguita da una (irrilevante) simmetria rispetto all’asse 
reale. 

Si ottiene così la fig. 26 in cui le aree tratteggiate o lasciate 
in bianco corrispondono ad alcune di dette striscie di lar- 
ghezza 2r. Malgrado che la figura sia, per necessità di cose, 


WU. 1RicoMi - Funzioni an liliche. 7 


98 CAPITOLO QUARTO 


incompieta, l’addensamento dei campi fondamentali della fun- 
zione (cioè delle aree in cui essa assume tutti i valori di cui è 
suscettibile) intorno alla singolarità essenziale 2 = 0 è eviden- 
tissimo. 


$ 4. - Le altre trascendenti elementari. 


Ci siamo intrattenuti relativamente a lungo sulla funzione 
esponenziale perchè ad essa, nel campo complesso, possono 
subito riattaccarsi, direttamente 0 indirettamente, tutte le altre 
trascendenti elementari. In particolare questo si dica pel loga- 
ritmo, che noi definiremo, tal quale come nel campo reale, quale 
funzione inversa dell’esponenziale, cioè stabilendo che w sia da 
chiamarsi logaritmo (naturale) di 2, è sia da scrivere w=log 2 (*). 


se è 
(13) e=%. 


Potremo così fin dal primo momento prevedere, considerata la 
periodicità dell’esponenziale, che il logaritmo dovrà risultare 
una funzione a infiniti valori col modulo di periodicità 2ri, 
cioè che, detto w, uno dei possibili logaritmi di e, tutti gli altri 
saranno dati dalla formula 


(14) logz = w + 2hri, 
dove k denota un intero qualunque. 
Questa previsione a priori viene confermata dal fatto che, 
se, al solito, si pone z = & + iy, w = u + iv, dalla (13) si ha 
e" con = di, e sino =Y, 


donde, considerato che e“ > 0, segue subito, da un lato che € 
’ ti ’ 


(15, e—- + Var +y =|2] 


(1; Anchu nel segun intenderemo sempre che il simbolo log, sen- 
z’altro, denoti i logaritmi naturali, cicè in base e. 
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e, dall’altro, che e 
cosva — — A, A 
+V2°4 9? +v2 + y 


cioè, con ovvia notazione, che è 


e= ang; 


ma, dando al simbolo «log » il significato già ad esso attribuito 
nel campo dei numeri reali positivi, dalla (15) si trae che 


us-log|2|; 


dunque avremo in definitiva la formula 


(16) \logz = logle|4+ iarge 


che, in particolare, conferma, come si diceva, la (14). 

In molti casi può evitarsi la considerazione, talvolta fasti- 
diosa, di infiniti logaritmi, riferendosi al cosidetto valor princi- 
pale del logaritmo, cioè a quello la cui parte immaginaria è com- 
presa fra — x (escluso) e -i- x (incluso). Ciò si dica in ispecie 
del caso in cui il numero di cui si vuole il logaritmo sia reale 
positivo, nel quale il valor principale coincide manifestamente 
con il consueto logaritmo reale. 

Fondandosi sulla (13) o sulla (16) c, più semplicemente an- 
cora, servendosi del principio di permanenza accennato nel para- 
grafo precedente, sarebbe ben facile estendere ai logaritmi com- 
plessi le ben note proprietà dei logaritmi reali. Noi ci limite- 
remo pertanto soltanto a ricordare che: 


log (2, © 22) = log 2,+ log 2, 


log 2°= alogz, (a reale, qual.) 
(17) dlog e) __1 
da 3 


e 


log (1 +2) = 2-5 +$-0+., (lal<1) 


avvertendo che formule quali le prime due di questo gruppo 
sono da intendere (in relazione alla polidromia) nel senso che, 
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per esempio, sommando una determinazione di log 2, con una 
di log , si ottiene una delle determinazioni di log (2, ‘ 22), ece. 
Quanto all'ultima formula si è scritto «log» invece di «log » 
per ricordare che la serie a secondo membro fornisce (se {2|<1) 
una sola delle determinazioni del logaritmo e propriamente il 
suo valor principale. 

Nella fig. 27 qui sotto, abbiamo cercato di rendere quando 
più perspicuo fosse possibile il comportamento del logaritmo (più 
esattamente di — log 2) 
intorno al punto di di- 
ramazione trascendente. 
z=0. Propriamente la 
superficie a forma d’im- 
buto rovesciato rappre- 
senta (in un’ opportu- 
na scala) i valori di 
— R[log z], cioè di 
—log|z|. mentre al. 
tra (un’elicoide) rappre- 
senta (in scala diversa) 
i valori di É[log 2]. 

Come si vede, girando 
intorno all’origine la par- Fidi 
te reale ritorna al valore 
primitivo mentre quella immaginaria diminuisce o aumenta di 27, 
secondochè il giro è stato compiuto in verso positivo o in verso 


negativo. 
Osserviamo infine, prima di lasciare la funzione logaritmica, 


che, per mezzo di essa, è facile definire e studiare la potenza 
a base ed esponente qualsiasi. 
Infatti, è del tutto spontaneo porre, per definizione, 
log # = {logz 
cioè 
(18) a 1088; 


non bisogna però dimenticare che, così facendo, la potenza 
pensata come funzione di 2, risulterà in generale, analogamente 
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al logaritmo, una funzione ad infiniti valori (*). Invece, se la si 
pensa come funzione di È, cioè la si considera come un espo- 
nenziale, allora si può facilmente evitare ogni polidromia rife- 
rendosi ad una speciale determinazione del logaritmo, per esempio 
al suo valor principale, come intenderemo sempre nel seguito. 

In ogni caso, il valore della potenza corrispondente al valor 
principale del logaritmo, suol dirsj anch’esso valor principale. 

Passando ora alle funzioni trigonometriche e, per esse, alle 
funzioni seno e coseno (chè le altre si esprimono razionaJmente 
mediante queste due) abbiamo a disposizione due vie equiva- 
lenti, parimenti semplici, per farne l’estensione nel campo com- 
plesso: o servirci delle formule di EULER (11), convenendo che 
esse restino ancor valide allorchè al posto di 9 si sostituisce 
un numero complesso qualsiasi 2; oppure avvalerci dei noti 
sviluppi in serie (con raggio di convergenza infinito) di queste 
due funzioni, ponendo cioè, anche per 2 complesso; 


2° gb 
sinz=ztpi37_-- 
31 5! 
[I 
(19) E 5 
cosz=l—-_+7—.. 
2! 4! 


In particolare, si riconosce agevolmente (il più semplice è 
di servirsi delle formule di EuLER e del teorema d’addizione (8) 
della funzione esponenziale) che continuano a sussistere le due 
formule fondamentali 


sin (2, + 2.) = Sin 2, c08 2, + 082, sIn 2, 


(20) . ì 
si { cos (2, + 2) = 082, cosa, — sin 2, sin 2,, 


donde, notoriamente, possono poi agevolmente dedursi tutte le 
altre numerose formule della teoria delle funzioni trigonome- 
triche, e in ispecie le due: 


dsine desse 4 
(21) —;—- = (082, ——- ==— gin 2, 


(3) Sì noti che la (18) implica 


eten *arg®, 
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Se l'argomento è immaginario puro: 2 = iy, le formule di 
suLer forniscono in particolare 


A e + e ERRO e — ev 
cosiy= —5— sing =--— gg =? 


formule che, correntemente, sogliono scriversi sotto la forma 
{22) cos iy = COS Y, sin iy = Sin y 
avendo posto: 


& + ev 


(23) Cosy= Sin y 


S'introducono così due notazioni e due nomi speciali (rispetti- 
vamente coseno e seno iperbolico) (') per denotare le due com- 
binazioni lineari di esponenziali (23), ciò che che non è certo 
indispensabile ma è sovente comodo, sovratutto perchè le fun- 
zioni iperboliche così introdotte soddisfano a relazioni perfet- 
tamente analoghe a quelle cui soddisfano gli ordinari seni e 
coseni (salvo qualche cambiamento di segno) e pui perchè di 
esse sono state costruite delle comode tabelle numeriche. (Cfr. 
JARNKE-EMmbDE [$]}, oppure HoÙEL [6]). 

Servendosi delle notazioni (23) dalle (20) seguono le formule 
importanti: 
( sin 2 = sin a COS y + i cose Sin y 
4) l cos z = cos s TI3y — i sine 3.15 
con l’ausilio delle quali è stata costruita la fis. 28 che dà 
cost. e 0 = cost. nel 


un'idea dell'andamento delle linee w : 
caso in esame. Propriamente la tigura, così con’è disegnata, 


(3) La ragione del nome è che Cos e Sin possono interpretarsi come 
coordinate di un punto mobile su di un'iperbole equilatera, così come 
il coseno e il seno ordinario (« circolari ») nel caso di un punto mobile 
su di un cerchio. Naturalmente, una volta introdotti seno c coseno iper- 
bolico non c’è ragione di fermarsi lì e si può, tal quale come nel campo 
delle funzioni circolari, parlare di una tangente iperbolica (Tg) definita 
quale rapporto del seno al ceseno iperbolico, ecc. 
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si riferisce alla funzione sin 2, ma basta immaginare spostata 
l’origine nel punto (5 0) per ottenere quella relativa alla 


funzione cos 2. L’equidistanza delle linee tracciate, cioè la dif- 
ferenza fra le quote di due linee « o v contigue, è costantemente 


Fig. 28 


di 1/2. Inoltre, per maggiore chiarezza, si sono disegnate a tratic 
le linee che si riferiscono a valori negativi di u o di v. 

Quel che più salta agli occhi guardando la figura è la perio- 
dicità, col periodo 27, delle funzioni sin 2 e cos 2. 

Per la funzione (meromorfa) tg 2, definita, com’è ovvio, per 
mezzo della formula 


(25) tge = 


vedasi la fig. ® nel $ 6 del Cap. I che pone particolarmente 
in luce i polì che la funzione presenta nei punti in cui è 
cos 2 = 0, cioè nei punti dell’asse reale la cui aseissa è un mul- 
tiplo dispari di x/2. Si ricordi inoltre che per ìa tangente il 
periodo è x invece di 2. 

Finalmente, soffermiamoci un istante sulle funzioni circo- 
lari inverse arc sin e arctg che definiremo tal quale come nel 
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campo reale, e che, come già lì del resto, risultano infinitivoche 
al pari del logaritmo. Senza insistere sull’estensione, del resto 
ovvia, delle formule già conosciute dal campo reale, per esempio 
delle due formule 


darctge 1 dare sin 2 
de 1428? de Wars 2 


(26) 


; 


limitiamoci ad osservare che le funzioni in discorso si ricondu- 
cono entrambe al logaritmo mediante la formula importante 


(27) 


cui si associa l’altra: 


28 are sin 2 == arc t Sc 
(28) per 


1 i * LI PRINT , 
5i log (1 2)(1 + mr ie i log VI — 224 dz). 


Il modo forse più semplice per verificare la (27) è derivare 
ambo i membri, dopo aver constatato che la formula è certo 
vera per 2 = 0. 

Lasciamo al lettore la cura di studiare, da sè o coll’ausilio 
dei trattati già più volte citati, le interessanti trasformazioni 
conformi connesse colle funzioni considerate in questi ultimi 


due paragrafi. 


$ 5. - Esempio di calcolo di integrali di funzioni polidrome. 


Vogliamo ora dare un esempio di calcolo, col metodo dei 
residui, di un integrale operante su di una funzione polidroma, 
e precisamente dell’integrale 

00 
a nai 
12/4; 


1+e 
dò 


dove « denota un qualsiasi numero complesso la cui parte reale 
sia compresa jra 0 ed 1. (Altrimenti l’integrale divergerebbe). 
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In quest’integrale figura la potenza ad esponente complesso 
a— 1 di 2 che, come più sopra si è visto, è una funzione poli- 
droma ad infiniti valori, cui però — tenuto conto che la base © 
è un numero reale positivo — è del tutto spontaneo attribuiri 
il valore 


(29) ga — glar1) loge, 


essendo log « l’ordinario logaritmo reale di a. 
Ciò premesso consideriamo la funzione analitica 
gol ele AE lzjtiargs) 


la=77, 1IF= 


e fissiamo la nostra attenzione sul suo ramo, che diremo f*(z), 
in cui è 
O<argez<2n, 


che sul semiasse reale-positivo 
si riduce alla (29). Siffatta fun- 
zione f*(2) è continua su tutto 
il piano complesso tranne sul se- 
miasse reale-positivo, chè avvici- 
nandosi ad un punto x di questo 
dal semipiano f(2) > 0, si ha 


(30) lim f*() = £LL 


>a +e) 


Fig. 29 


essendo la potenza di x intesa nel senso (29), mentre avvici- 
nandosi dal semipiano f(:)< 0 si ha invece 


Li glo xtari) a i 


(30’) La f*() = = ri a egari , 

Per cercar di calcolare l’integrale I, proviamo ad integrare 
la funzione f*(z) lungo il « cammino» indicato nella fig. 29, 
composto di due circonferenze e’ e c'’, una di raggio e<1 e 
l’altra di raggio è > 1, col centro nell’origine, e del segmento 
doppio (e, w) del semiasse reale-positivo, sul cui bordo superiore 
i valori di f*(2) vanno calcolati mediante la (30), mentre sul 
suo bordo inferiore essi vanno calcolati mediante la (30°). 
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Considerato che la funzione analitica monodroma f*(2) non 
na altre singolarità nell'interno del precedente cammino d’inte- 
grazione all’infuori di un polo semplice nel punto 2 = — 1, cui 
c.mpete evidentemente il residuo 


gla-ntog|-11+ia) — gla-Dai — — guri ; 


per il teorema dei residui potremo manifestamente stabilire 
l'uguaglianza 


PS e 


al 2 arti CA 3 * DCI 
J ce de + d f*(2) da + e (#5 da + f*(2) da = 
È bad w e’ 


= — 2riessi, 


intendendo che le due circonferenze siano percorse nei versi 
indicati dalle frecce, e quindi è: 


DI 


g1 


(31) (esami — v/im de = 


= Infenri a P 1*(2) de + P f*(2) de + 


Dalla precedente uguaglianza risulta che per ottenere I, si 
deve ora passare al limite per e + 0, © + 00; ma che accade 
allora dei due integrali estesi a c' e e"? Per rispondere a questa 
domanda osserviamo anzitutto che sulla circonferenza c', di 
raggio e, si ha 

|1+a2|>1-s, 
| 001 | = eRla-ndog | 2] +iargo] — 
= @Ria-1)-log|z]|-Ma)-arge — eR(a)-1g- Ma) arg 2 
donde, tenuto conto che 0 < arg2< 2x e detto A il più grande 


fra i due numeri 
1 ì erta)za 4 


segue che 
|1+a]>1t_s, [as1|< Ae; 
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dunque sulla circonferenza e’ è 


A 


2fR(a)r1 
1-80 Ù 


|f@A|< 


Analogamente sulla circonferenza e'’ avremo invece 


A . 
| f*(2) | < neS=I Ria, 
epperò, servendoci della limitazione (5) del Cap. II per il mo- 
dulo dell’integrale di una funzione di variabile complessa, po- 
tremo asserire che 


ip ped <2rA È 


R 


(a) I 
per 


I (0) 
D Pelde| SAT RA, 
e 


Ma, essendo 0< (x) < 1, è manifestamente 


dunque gli integrali di f*(2) estesi a e’ e e'’ tendono entrambi 
a zero per e >0, © + co, epperò dalla (31) si deduce che 


(erari — 1)I, = 2rriensi 


cioè che 
(32) meo 
Li guri grani sin ar 
Dal risultato ottenuto — che ha importanza nella teoria 


delle funzioni euleriane (1) — si può rieavare come caso molto 
particolare il valore dell’integrale (12) del Cap. II. 


(1) Invero, non è difficile dimostrare che è 
L= TM — a) 


essendo la funzione I° quella a cui si è accennato a p. 82. 
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Invero, supponendo che sia a = 1/2n con n intero positiva, 
dalla (32) si ricava che 


gin T 
1+x — sin (77/2) 


donde, ponendo x = &?", segue 


Pg 2 
SI ” 
sica ‘ni = can 
ui 1 Fem È dee sin (77/2n) 
cioè 
Do . 
di 


ST+ES Sandi (nda) 
IU] 


formula equivalente alla (12) del Cap. TI. 


$ 6. - Funzioni meromorfe. Teorema di Mittag-Leffler. 


Passiamo ora ad esaminare qualcuna delle più essenziali 
proprietà generali delle funzioni meromorfe (0, più particolar- 
mente, olomorfe), cioè delle funzioni aventi un’unica singolarità 
essenziale nel punto all’infinito; che, come si è già avuto occa- 
sione di accennare, sono le sole trascendenti veramente impor- 
tanti dal punto di vista applicativo (*). e comprendono in par- 
ticolare le trascendenti elementari di cui ci siamo più sopra 
occupati. 

A tal uopo osserviamo anzitutto che la somma, il prodotto 
0 il quoziente di più funzioni meromorfe è ovviamente ancora 
una funzione meromorfa, e così pure la derivata di una funzione 
meromorfa (?) 


(*) A prescindere da irrilevanti trasformazioni che possono traspor- 
tare la singolarità essenziale al finito, quale per esempio la considera- 
zione di ell" al posto di e”. 

(3) Non così invece l'integrale che non sarà più, in generale, 
una funzione uniforme a causa dei residui dei poli (come accade per 
esempio nel caso dell’integrale di 1/2). Se però non ci son poli, cioè se 
la funzione è olomorfa, allora anche l’integrale è olomorfo, e se ci sono 
solo poli multipli con residuo nullo, l'integrale è meromorfo. 
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Un'altra osservazione non meno semplice ma importante è 
che, se la funzione f(z) che si considera ha. soltanto un numero 
finito di poli a,, G2;...., a, con le rispettive caratteristiche 


[1 (ia) ’ 


5-4 


la differenza fra f(z) e 


non avendo più alcuna singolarità a distanza finita, è neces- 
sariamente una funzione olomorfa G(2); dunque le funzioni 
meromorfe con un numero finito di poli possono sempre rap- 
presentarsi con una formula del tipo: 


(39) 19 = 00) + Za), 


ossia come somme di una funzione olomorfa e di una funzione 
razionale. Viceversa, è di per se evidente che, lasciando arbi- 
traria la funzione olomorfa G, la (33) rappresenta la più gene- 
rale funzione olomorfa avente i soli poli a,, 4, a, con le 
rispettive caratteristiche gi, 92; Yn- 

E se invece i poli sono in numero infinito? 

Ailora le cose si complicano perchè la sommatoria che figura 
nella (33) si muta in una serie, che può benissimo non risultare 
convergente. La difficoltà non è però sostanziale e può essere 
sormontata, come ha dimostrato il MITTAG-LEFFLER, con un 
opportuno ritocco dei termini della serie in discorso, perve- 
nendo così ad una formula, non molto diversa dalla (33), for- 
nente l’espressione generale di una funzione meromorfa avente 
per poli assegnati punti, con assegnate caratteristiche, che può 


(%) Indichiamo cioè genericamente con gx (kK = 1,2,....,) il poli 
nomio avente per coefficienti quelli delle potenze negative di 2 — ax 
nello sviluppo di LaukeNT della funzione f(e) nell'intorno del punto 
z= Gp. 
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risguardarsi come l’estensione trascendente della ben nota de- 
composizione di una funzione razionale in fratti semplici. 

A questo scopo osserviamo preliminarmente che l’insieme 
dei poli, dovendo essere necessariamente privo di punti limiti 
al finito (chè altrimenti questi sarebbero singolarità essenziali 
della funzione), è di conseguenza numerabile; anzi, considerato 
che in ogni cerchio col centro nell’origine o fra due di questi 
cerchi concentrici, non può cadere che un numero finito di poli, 
ben facilmente ordinabili in modo che i loro moduli risultino 
crescenti (0, meglio, non decrescenti), possiamo addirittura pen- 
sarlo numerato in modo che, detti a,, 4,, 4%,...., i successivi 
poli, si abbia 


|anf<|a|<|axt< 


Ciò premesso possiamo enunciare e dimostrare il seguente: 

TEOREMA DI MITTAG-LEFFLER. - Data una qualsiasi succes- 
sione di wumeri complessi distinti, di moduli non decrescenti 
do, A; Agg...) Qvente come suo unico punto limite il punto all’in- 
finito e supposto che a ciascuno di questi numeri a, sia associato 
un arbitrario polinomio în 1/(2— a,): 


ela) 


è possibile determinare certi polinomi 


= G(2) ; 


Hi), Hz), 
in modo tale che la serie 


(34) Fr) = Ge) + [G:(A)— BA] + [4.0) Ha] +... 


converga assolutamente ed uniformemente in ogni dominio finito 
non contenente (nè nell’inierno nè sulla frontiera) nessuno dei 
punti d, Gy 4z,....; rappresentando così in tutto il piano com- 
plesso, una funzione meromorfa avente per poli i punti a,, 4, 
dg;....3 con le rispettive caratteristiche go, Gi) 23... Conseguen- 
temente 


(35) fa) = Fa) + Ga), 
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dove G(2) è un’arbitraria funzione olomorfa, è la più generale fun- 
zione meromorfa godente della proprietà suindicata (?). 

La dimostrazione del teorema è fondamentalmente basata 
sulla osservazione che, essendo ovviamente la funzione razio- 
nale G,(2) sviluppabile in una serie di potenze di 2 uniforme- 
mente convergente in ogni cerchio C,, col centro nell’origine, 
che lasci il punto a, all’esterno; detta H, una ridotta d’ordine 
sufficientemente elevato di detta serie, il modulo della diffe- 
renza G,-- H, si manterrà, entro detto cerchio, tanto piccolo 
quanto si vuole. 

Propriamente converrà pensare anzitutto prefissata na suc- 
cessione di cerchi C,, C., €,,...., tutti col centro nelP’origine e 
raggi f1) fz; f3;... non decrescenti, tali che, pur essendo 


limr, =: 00; 
n_> 00 


i punti 4; 4n+1,--. cadano sempre all’esterno di C,, cioè sia 
sempre r,<|a,|. Per esempio, se | 4,| (certo non nullo chè, 
al più, potrà essere a, = 0), | ag], | a3|;.... fossero numeri tutti 
distinti, potremmo prendere 0<r,<|a,|<ra<|@:|<ra< 
<|a3|<....; mentre invece se per esempio fosse | a, | = | a. |. 
|a] =|@ |... potremmo prendere 0< 7, = r:<|@|=|@ |< 
<a =t1<|a|=|a|<....; e similmente in altri casi. 

D’altro lato suppuniamo pure prefissata una serie a termini 
positivi costanti 


a +e ++...) 


sottoposta alla sola condizione di essere convergente, ed osser- 
viamo che, posto 


Gn(2) = Ano + Ana + Ana? + 


(1) Il teorema di MIrTAG-LEFFLER è veramente, nella sua definitiva 
redazione, molto più generale, comprendendo fra l’altro anche il caso 
in cui tutti o parte dei punti @,, G,; 4,.... siano singolarità essenziali 
della funzione. Ai nostri scopi basta però limitarsi al caso dei poli, caso 
la cui generalizzazione non offrirebbe del resto difficoltà. 
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per quanto si è detto in principio sarà certo possibile associare 
all'intero n un altro intero N tale che la ridotta, N-esima di 
questa serie, cioè il polinomio 


Ho(2) = Ano + Ang? + Ana? + 00 + Ania a97* 
soddisfi in tutto C, alla condizione: 
| Gale) — Hn(®)<cn- 


Ne segue che, detto D un dominio qualsiasi del piano com- 
plesso, purchè tutto al finito, e C,, il primo dei cerchi della suc- 
cessione C,, C.,.... che lo comprenda tutto nel suo interno, la 
serie 

[Gmt1(2) — Hnt 1(2)] + [Gn+s(2) — Hmta(9)] + 0a 


cioè la serie (34) tolti i primi m -- 1 termini, ammetterà in D 
come maggiorante la serie convergente 


Emti + Emte tu 


epperò convergerà ivi, assolutamente e uniformemente. Ma, 
d’altro lato, la somma di un numero finito di termini della (34): 


Gole) + [G:(e) Hi] +... + [Gn(2) — Hm(2)] 


è una funzione razionale avente come poli i punti 40; 41;-..-, ®m 
con le rispettive caratteristiche go, Y1,----3 Im} dunque Ia serie (34) 
converge assolutamente ed uniformemente in ogni dominio 
finito D da cui siano stati tolti (per esempio mediante piccoli 
cerchietti) i punti 4,, 4,, 43,.... che eventualmente vi cadono, 
e rappresenta così, in tutto il piano complesso, una funzione 
meromorfa coi poli 4,, 01; 42;.... e le rispettive caratteristiche 
Yor Fry Fare 

Data l’importanza della formula di decomposizione (34)-(35), 
vale la pena di soffermarsi un momento sul caso particolar- 
mente notevole in cui i poli siano tutti semplici, nel quale si 
giunge a risultati più espliciti che nel caso generale. 


pena 
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All’uopo osserviamo che in questo caso, detto e, il residuo 
del generico polo a,, cioè detta c,/(2 — a,) la sua caratteristica, 
si ha manitestamente (in C,) 


; lo €, 1 é, £ 22 
Gla= a cnslpigi 
nl DE Gn _£ Gn \ o dn an 
dn 
donde segue 
6, z È NL 
Hy(=—£(14+5+5+..+55) 
dn Un ai ad, 
e, conseguenteinente, 
1 1 NL 
Ge) Ho = ent +1454+4 +20)» 
\&-- Gn ° Gn ai Cav} 


= Cn (i FA gN41 + ) Cn (£ N 
ma I enna) 


la (34) si presenterà dunque sotto le forme più semplici: 


& < f_1 1 NL 
ai 0 af a gN- 
gli si 2 4 PZ en; Gn TE a, ' af av ) 
e 
(347) PF Co : $ f2\N Gn 
i Wet s (È) #20 


in cui N è un intero, in generale dipendente da n, sottoposto 
alla sola condizione che la serie a secondo membro risulti con- 
vergente (assolutamente ed uniformemente) in ogni dominio 
finito in cui non cade nessuno dei poli a,, 43,.... 

Per facilitare la determinazione di N nei casi concreti che 
possono presentarsi, osserviamo ulteriormente che, qualunque 
sia il dominio finito D che si considera e per quanto Piccolo 
sia fissato il numero positivo e, da un certo n = » in poi, i 
punti a, saranno così lontani da D da aversi ivi 


recinzione 


e, conseguentemente, 


2\N Gn 1 (4° On | |{e\Ney} 1 
Gara o 
F. TRICOMI — Funzioni analitiche. 8 
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pertanto la serie (34) convergerà (assolutamente ed uniforme- 
mente) in ogni dominio finito privo di poli, allora e solo allora 
che lo stesso succede per la serie 


(36) z 


Ne segue in particolare che se i poli a, e i corrispondenti 
residui e, sono tali che esista un intero p fisso per cui la serie 


(37) z rega 


n=1 


risulti convergente, allora la (34) 0 (34’) potrà scriversi attri- 
buendo ad N il valore fisso N = p. 

Similmente si vede che se la serie di potenze e," ha 
raggio di convergenza non nullo, allora si può certamente porre 
N = n, ece. 

Finalmente consideriamo a titolo d’esempio la funzione me- 
romorfa semplicissima 
__T = 
sam ze 


ia} = 


che ha manifestamente come poli, tutti semplici, i punti 0, 
+1, +2, +3,...., coi rispettivi residui 1, —1, 1, —1...,, 
sicchè la serie (37) si presenterà sotto l’aspetto 


1.1 1 
2 tantpato). 


Ma questa serie è notoriamente convergente già per p = 1; 
dunque nel caso in esame si può assumere N = 1, ottenendo 


così 


= af2_ 1 z 1 
+ 1) Gatta 


SPECIALI CLASSI DI FUNZIONI 115 
donde segue 
x 1 co Il 1 
(38) a 21 z(1? (; Tp + 7) +Gz) (3), 


h=1 
avendo indicata con G(2) una funzione olomorfa. 

La cosa forse più interessante è però che, nell’esempio con- 
siderato, la funzione olomorfa G@(z) si riduce addirittura ad una 
costante e precisamente a zero, come vedremo nel prossimo 
paragrafo. 


$ 7. - Aleuni notevoli sviluppi in serie di funzioni razionali. 


Ci proponiamo ora di dimostrare che, come si è già accen- 
nato, la funzione olnmorfa 
n 


. 1_$ 
(38°) Ge) — a = z 


sin nz 


( vr + ia) 


è identicamente nulla. 

A tale scopo osserviamo anzitutto che, trattandosi eviden- 
temente di una funzione: (1) dispari, (2) periodica col periodo 
reale 2, (3) limitata (perchè olomorfa) in ogni dominio tutto al 


finito; detto x un numero positivo qualsiasi e posto 
e=@&0+iy, 
non sarà restrittivo limitarsi a considerarla nella regione 


—1<r<1, y>X; 


Ùi 


nel senso che — se riusciremo a dimostrare che (G{2) è limitata 
in tale regione — ne potremo dedurre che essa è limitata anche 
nell’intero piano complesso e, epperò, per il teorema di LIou- 
VILLE, che dovrà ridursi ad una costante. Risulterà inoltre che 
tale costante è necessariamente lo zero, perchè la maggiorante di 
G(z) che troveremo, tenderà a zero per y-> 00. 

Per quel che riguarda i primi due termini di @(2), la cosa è 


(1) Parrebbe a prima vista che il 2» membro della (38) potesse seri- 
versi più semplicemente, sotto la forma 
#0 (— 1) 
o +0); 
nia e_h #0): 
la cosa non è però opportuna perchè quest’ultima serie non è assolu- 
tamente convergente. 
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quasi di per sè evidente perchè, essendo 


[sin ma] - {sinma Cos ny + i cosne Sin ay] = 


risulta 

ta a. 
ine © Sinny 0 Sinna” 

Per quel che riguarda la rimanente parte di G(:), cioè la serie, 
indicandola con @,(2), si vede subito che può porsi 


Uni etnea cu Sagl 
m=1 8 (22 1) 2+ (2a 1) ). 2+2m 
VISIERE: SI ST . 
may LE (Zare — DE — 2) "a E + (20m — DD] + 2m)' 


ma, qualunque sia l’intero #, nella regione considerata si ha 
ieunf= Vin+a4ty> Vin—1:+y?, 


donde segue 


(È e 
Ime1il+ (Qua — 1] +20) 
ce 00 1 
So -,2- 2, è . 
m=1 V(2m m= 1 (20 — 2)* + y2° 
quindi, posto per un momento 
pi sen 
m= 


1 (@m—- 2 + yy nai +9 
si ha 
IG.) < 2F9) - 
Questo mostra in primo luogo che la funzione G,(2) è limi- 
tata perchè, nella regione considerata, si ha ovviamente 


, 1,1 10 
O<FM<at 3 mratà: 


n secondo luogo è pure ovvio che la maggiorante 2F(y) trovata 
tende a zero per y >00, perchè questo è quello che manifesta- 
mente succede per tutti i termini della serie, assolutamente ed 
uniformemente convergente, per mezzo di cui è stata definita 
la funzione F(y). 

Se ne conclude, come si è già accennato, che Za funzione G(2) 
è necessariamente nulla. 
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Resta così dimostrata la formula, veramente notevole, 


‘ i T_lauso pel. 1 
(39) sin na 2 1) (i + ) 3 


che costituisce un complemento essenziale alla teoria elementare 
delle funzioni trigonometriche. 

Dalla (39) possono facilmente dedursi aleuni altri sviluppi 
analoghi. Per esempio, cambiando 2 in 2 + 1/2, si ha subito 


n i I 1 
(40) ela 


donde, cambiando 2 in î e riducendo le due frazioni sotto som- 
matorio ad un unico denominatore, si deduce che 


- 4 
1) i aliene 

Meno immediata è invece la deduzione dell’analogo sviluppo 
per la funzione x cotg 2. All’uopo conviene invero far ricorso 
ancora al teorema di MirrAG-LEFFLER che, considerato che la 
funzione in quistione ha come poli semplici tutti gl’interi, posi- 
tivi, negativi o nulli, eol residuo costante + 1, analogamente 
al caso di x/sin re, fornisce 


00 


Toce. fed £ 
meotg ze — 7 TE S; Gi stan —ne- n) 
cioè 
e 1 1 
(42) meoterz=- + X ( na i + g(2), 


avendo indicata con g() una certa funzione olomorfa. 
Ciò premesso serviamoci dell’identità 


8 
2 


TcotgT n cogne = 


sin 2 


che, sostituendo alle due cotangenti i valori dati dalla (42) e 
al secondo membro il valore dato dalla (39), dopo facili ridu- 
zioni fornisce 


g(#/2)— ge) = 0. 
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La funzione olomorfa g(2) avrebbe dunque, tra l’altro, come 
punti di livello i punti 


aventi come punto di condensazione lo zero, il che, per quanto 
si è visto a p. 67, è assurdo, salvo che la funzione non si riduca 
ad una costante. Se ne conclude che la funzione g(2) è neces- 
sariamente una costante, anzi che è la costante zero, perchè, 
ponendo 2 = 1/2 nella (42), tutti i termini si distruggono tranne 
il termine g(1/2). Vale dunque lo sviluppo 


(43)  cotg nz z + L [È ia Ji 


donde, cambiando 2 in 2 + 1/2 0 in îe/2 + 1/2, segue rispet- 
tivamente 


x 1 1 
(44) nigne bor ; + (n + 1/2) z—- (n + no) 
e 
nz 4% 1 
(45) Ber 5; (@n + D+ 28° 


ni LC 1 1 
sin? nz 2 = (2 + n)? + (e DÒ 
cioè 
n \ > 1 
S_ Va XY salti 
(46) CE = nes (+ nm)?" 


Gli sviluppi ottenuti in questo paragrafo possono, fra l’altro, 
utilizzarsi per ritrovare immediatamente le ben note proprietà 
di periodicità delle funzioni rappresentate, il che non sarebbe 
altrettanto facile partendo invece, per es., dai loro sviluppi iu 
serie di potenze. 


SPECIALI CLASSI DI FUNZIONI 119 


$ 8. - Funzioni olomorfe. Teorema di Weierstrass. 


Allo stesso modo che le funzioni meromorfe generali sono la 
più semplice e naturale estensione delle ordinarie funzioni ra- 
zionali, le funzioni olomorfe, o intere che dir si voglia, cioè le 
funzioni dotate come unica singolarità di un punto singolare 
essenziale all’infinito, possono risguardarsi come la più sem- 
plice e naturale estensione dei polinomi. Conseguentemente 
viene naturale domandarsi se sia possibile estendere ad esse le 
note proprietà degli ordinari polinomi. 

Per alcune di queste proprietà la cosa è effettivamente pos- 
sibile, ma per altre certamente no, come per esempio succede 
nel caso del teorema fondamentale dell’Algebra, che manife- 
stamente equivale all’asserzione che un polinomio P(2) assume 
qualsivoglia valore complesso prefissato. Infatti, la funzione 
intera semplicissima e° non assume mai, come già sappiamo, 
il valore zero, e così pure la funzione 


(47) . ea 


dove g(2) denota una funzione intera qualsiasi. 
Reciprocamente, si può facilmente dimostrare che l’esponen- 
ziale (47) rappresenta il più generale tipo di funzione intera 
senza zeri. 
Infatti, se f(2) è una funzione olomorfa mai nulla (al finito), 
anche la sua derivata logaritmica (cfr. Cap. III, $ 6) 


fi _ dog ila) 
Ke ga a 


sarà olomorfa, e così pure il suo integrale 


g(e) 


ma d’altra parte si ha 


quindi, ecc. 
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L’osservazione precedente lascia già intravedere in qual 
senso ed entro quali limiti sarà possibile estendere alle funzioni 
intere uno dei più fondamentali risultati della teoria delle equa- 
zioni algebriche, e cioè il fatto che un polinomio è determinato 
(a meno d’un coefficiente costante) allorchè sono dati i suoi 
zeri, cioè le radici dell'equazione che si ottiene uguagliandolo a 
zero. Propriamente è da aspettarsi che il fattor costante venga 
qui rimpiazzato da un fattore esponenziale del tipo (47), ossia 
che la più generale funzione olomorta f) avente per zeri i 
prescritti punti a,, 4, 43,...., sia rappresentabile mediante una 
formula del tipo 


(2) = I(2— a.) 


dove il prodotto II è da estendere a tutti i binomi 2— 4a, cor- 
rispondenti ai singoli zeri. Non vi è anzi dubbio, dopo quanto 
più sopra si è detto, cha le cose vadano proprio così se il numero 
dei zeri della funzione è finito. Se invece il numero dei zeri è 
infinito sorge la difficoltà, analoga a quella presentatasi nel 
paragrafo precedente, che il prodotto infinito TI può non esser 
convergente ('). Essa si supera però, come è ora facile compren- 


(') La teoria dei prodotti infiniti si riconduce agevolmente a quella 
delle serie, osservando che la condizione necessaria e sufficiente affinchè 
il prodotto infinito 


co 
I = Ia, 
h=1 
sia convergente e non nullo, cioè affinchè sia 
» 
lim HMa=T +0, 
n+oo h=1i 
è manifestamente che, con opportune determinazioni dei logaritmi, la 
serie ” 
XZ=loga, +loga, +... 
risulti convergente. Inoltre è 
H=e, 
Un prodotto infinito assolutamente convergente, è un prodotto con- 


vergente indipendentemente dall’ordine dei fattori, 
Per maggiori dettagli, v. KwoPP [9], Kap. 7°, 11° e 120, 
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dere, in modo analogo a quello seguito a proposito del teorema 
di MITTAG-LEFFLER, giungendo così al seguente: 

TEOREMA DI WEIERSTRASS. — Data una qualsiasi successione 
di numeri complessi, non nulli, non necessariamente distinti, a,, 
423 Ugg... QUente come suo unico punto limite il punto all'infinito 
e che noi supporremo ordinata in modo che si abbia 


è possibile associare ad ogni intero n un altro intero N in modo 
tale che il prodotto infinito 


(48) n= (1-2) 


sia dapertutto (assolutamente ed uniformemente) convergente, donde 
segue che l’espressione 


fa) = e®2"I, 


con gle) funzione olomorfa, rappresenta la più generale funzione 
olomorfa avente gli assegnati punti come zeri (semplici) e (even- 
tualmente) per di più uno zero d'ordine m nell'origine (1). 

Il teorema di WeLERSTRASS si deduce senz’alcuna difficoltà 
da quello di MirrAG-LEFFLER (*) osservando che la derivata lo- 
garitmica della funzione f(z) (che, pel momento, supporremo non 
annullarsi nell’origine) è ovviamente una funzione meromorfa 
avente (Cap. III, $ 6) come poli semplici, con residuo 1, tutti 
e soli i punti @,, 4, 43,.... 

Invero, detto N un numero, in generale dipendente da n, 
tale che la serie dei m»duli dei termini della (36), che qui di- 
viene: 

$ lr 


(49) pi | a, [Sti ’ 


n=l 


(!) La circostanza che i punti a,, @,,.... si suppongono zeri semplici 
della funzione è solo in apparenza restrittiva, non-essendosi supposto 
che i punti in discorso debbano essere necessariamente distinti. 

(*) Che però storicamente ha segufto quello di WEIERSTRASS. 
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risulti convergente; per la (35) e la (34) avremo 


"(e co i 1 È gNal 

La = Ga) pole ++ ptt a) . 

Ciò posto, integriamo ambo i membri fra 0 e # lungo un cam- 
mino che eviti i punti @,, @3, 43,...., dopo avere osservato che 
la serie a secondo membro è uniformemente convergente, e 
quindi integrabile termine a termine, in ogni dominio finito non 
contenente detti punti; avremo così la formula: 


log {(2) = log {(0) + | G)da SE 
0 
+X [log (1 -—i 


Cal 2 ] 
LI 
n=1 n 


) delia fav 


Un 2a? 
senza che ci sia bisogno di preoccuparsi della posizione del cam- 
mino d’integrazione rispetto ai punti a,, @,...., dato che una 
variazione di questo non può portare che a differenze multiple 
intere di 2ri, che possono pensarsi assorbite nelle indetermi- 
nazioni dei logaritmi. Ma, posto 


log f(0) + | G&)az = gl), 
è 


la precedente formula può anche seriversi 


00 i RA) 2 

(O Ì Z\ Gn 20 N 

log f() = log e + Ziogi(1-Z)@ n 2% ; 
n=1 

dunque, passando dai logaritmi ai numeri, con che sparisce 

ogni indeterminazione, avremo 


fe) = 0©I1, 
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avendo ulteriormente aggiunto il fattore 2" (m = 0) per tener 
conto dell’eventuale annullarsi della nostra funzione nell’origine. 

Notiamo esplicitamente che, analogamente a quanto si è 
già osservato nel paragrafo precedente, se esiste un intero p 
(« rango » della funzione) tale che la serie 


1 1 ; 1 
ui (api * fap fara 


risulti convergente, allora nella (50) potrà porsi costantemente 
N=p. 

In particolare, nel caso della funzione sin 72, partendo 
dalla (43) scritta sotto la forma 


sN" 1 
Te GOLE ITE i ata 


e integrando rispetto a 2 fra 0 e 2, si deduce che 


flog sin mi = X [log (2 + #)(2— n)}î 
O) dI 


cioè che 


log ET log x = logII fi 5) P 


n=1 


donde, passando dai logaritmi ai numeri segue subito la celebre 
formula (di EULER): 


(ee) 


nel 


(52) sinm = Il ( 


Per ottenere una formula analoga pel coseno, osserviamo 


anzitutto che 
sin 2re 


2 sin ng 


cos q% = 


e sostituiamo poi ai due seni i loro valori dati dalla (52); avremo 


così che 
00 


(1— 42%?) 
cos ne = El 
II(1 — e3/n3) 
nel 
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donde, separando nel prodotto al numeratore i fattori corri- 
spondenti a valori pari di n (a = 2%) da quelli relativi a valori 
dispari (n = 2% +- 1), segue 


Îia — 23/n2) 


n=1 


‘epperò, riducendo, si ha la formula 
cos xe = Il [1— 422/(2%X — 1), 
=1 
che può anche scriversi: 


= n 2 
(53) cos nz al (1 Fn ) 

Il teorema di WEIERSTRASS occupa un posto centrale in 
tutta la teoria delle funzioni intere, i cui anche più recenti svi- 
luppi si riattaccano quasi sempre direttamente o indirettamente 
af esso (cfr. per esempio BIEBERBACH [3], II Bd., 6. Abschn.; 
ViIvaNTI [12]). In particolare il teorema di WEIERSTRASS ha 
condotto a stabilire delle semplici relazioni fra il modo di cre- 
scere della funzione per 2-+co e la distribuzione dei suoi zeri, 
di cui è superfluo sottolineare l’importanza e di cui ci si può 
fare un’alquanto pallida idea osservando che, se gli zeri della 
funzione sono tali che la serie (51) sia convergente, e se per 
di più si suppone (per semplicità) che g(2) si riduca ad una 
costante, la parte prevalente di | {(2)| per 2-+c0 è manifesta- 
mente data dal prodotto 


TI PR = eo 
, 
n=l 
avendo posto 
li! 
ko ba van * 
ne1 PA 


Pertanto, nel caso esaminato, il modulo della funzione cresce 
; ; ib ki eni . 
in modo confrontabile con quello di e", se p è il minimo intero 
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per cui la serie delle (p -- 1)-esime potenze delle inverse degli 
zeri della funzione risulta assolutamente convergente. 

Più generalmente, se g(z) invece di ridursi ad una costante 
è un polinomio di un certo grado g, la crescenza del modulo 
della funzione è dominata dal più grande dei due interi p e q, 
che dicesi genere della funzione. 

Senza ulteriormente addentrarci nelle ora accennate consi- 
derazioni, che ci condurrebbero troppo lontano, limitiamoci per 
ultimo ad osservare come dal teorema di WEIERSTRASS segua 
immediatamente che ogni funzione meromorfa f(z) può rappre- 
sentarsi quale quoziente di due opportune funzioni olomorfe g(e) 
e he): 


(54) fa =, 


ciò che, in molti casi, consente di ricondurre lo studio delle 
funzioni meromorfe a quello delle ciomorfe. 

Infatti, basta pensare costruita, per mezzo del teorema di 
WEIERSTRASS, una funzione olomorfa /%(z) avente come zeri i 
poli di f(2) (con le stesse molteplicità), ed osservare che il pro, 
dotto f(2)4 (2), non avendo nessuna singolarità a distanza finita- 
è necessariamente una funzione intera (trascendente o no) g(2), 
per ottenere senz'altro la (54). 


19). 
[10]. 
[11]. 
[12]. 
[1205]. 
[1267]. 
[13]. 
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